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 При численном решении задач теории упругости и пластичности часто используются 
конечные элементы с сокращенным интегрированием, особенно при решении динамиче-
ских задач. В этом случае для 8-узловых трехмерных элементов вместо 8 точек численно-
го интегрирования используется одна. При этом фактически принимается, что деформа-
ции и напряжения являются постоянными в пределах элемента. В этом случае не являет-
ся необходимой традиционная техника построения матрицы жесткости для элемента
стандартной формы в виде куба с последующим отображением фактических конечных
элементов произвольной формы и размера на стандартный. Вместо этого матрицу жест-
кости можно строить непосредственно для конечного элемента произвольной формы. 
В данном случае она выражается через коэффициенты сеточных операторов, аппрокси-
мирующих первые частные производные поля перемещений в конечном элементе. В рабо-
те рассматривается новый подход к аппроксимации производных при построении матрицы 
жесткости для трехмерного 8-узлового конечного элемента с одной точкой интегрирова-
ния. Теоретической основой данного подхода является дальнейшее развитие класса 
ажурных схем МКЭ. Полученные формулы позволяют строить несовместные схемы МКЭ с
улучшенными свойствами. В работе обсуждаются проблемы неустойчивости типа «песоч-
ные часы», сдвигового и объемного запирания. Предлагается новый эффективный подход 
к решению проблемы «песочных часов». Также обсуждается возможность применения
новых формул аппроксимации производных к конечным элементам вырожденной формы с
числом узлов меньше восьми. Показано, что они остаются применимыми стандартным 
образом и в этом случае. Результаты исследования подтверждаются приведенными ре-
зультатами численного решения модельных статических задач теории упругости. 
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 In numerical solutions of elasticity and plasticity problems, finite elements with a reduced in-
tegration are often used, especially in solving dynamic problems. In this case, for 8-node 3D
elements, one point of the numerical integration is used instead of 8. In this case, it is actually
assumed that the strains and stresses are constant within an element. In this case, the traditional 
technique of constructing the stiffness matrix for an element of a standard shape in the form of a 
cube with a subsequent mapping of the actual finite elements of an arbitrary shape and size onto 
the standard one is not necessary. Instead, the stiffness matrix can be constructed directly for a 
finite element of an arbitrary shape. In this case, it is expressed through the coefficients of grid
operators approximating the first partial derivatives of the displacement field in the finite element.
The paper considers a new approach to approximating derivatives when constructing the stiff-
ness matrix for a 3D 8-node finite element with one integration point. The theoretical basis for 
this approach is the further development of the class of rare mesh FEM schemes. The obtained 
formulas allow one to construct incompatible FEM schemes with improved properties. The paper 
discusses the problems of hourglass instability, shear and volume locking. A new effective ap-
proach to solving the hourglass problem is proposed. The possibility of applying new derivative 
approximation formulas to finite elements of a degenerate form with a number of nodes less than
eight is also discussed. It is shown that they remain applicable in a standard way in this case too.
The results of the study are confirmed by the presented numerical solution results of the model 
static elasticity problems. 
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Введение 

 
Традиционная техника метода конечных элементов 

состоит в построении матрицы жесткости для элемента 
стандартной формы и размера (квадрат в двумерном 
случае, куб в трехмерном случае), а в дальнейшем ис-
пользуется отображение произвольного конечного эле-
мента произвольной формы на стандартный элемент. 
В результате матрица жесткости конечного элемента 
также преобразуется. Для конечных элементов в форме 
симплекса с линейной аппроксимацией функций (дву-
мерного треугольника или трехмерного тетраэдра) тех-
ника отображения как правило не используется 
(см. [1]). Это связано с тем, что в данном случае отоб-
ражение является линейным, якобиан отображения – 
постоянным и для интегрирования достаточно одной 
точки. Поэтому матрицы жесткости элементов произ-
вольной формы строятся непосредственно в процессе 
решения задачи. При этом элементы матрицы жестко-
сти выражаются через коэффициенты операторов се-
точного дифференцирования, аппроксимирующих пер-
вые производные неизвестных функций в элементе. При 
решении динамических задач теории упругости и пла-
стичности на базе явных схем интегрирования по вре-
мени часто используются 4-узловые двумерные или 8-
узловые трехмерные конечные элементы с неполным 
интегрированием, когда вместо 4 гауссовых точек инте-
грирования в двумерном элементе или 8 точек интегри-
рования в трехмерном используется одна точка. В этих 
случаях задача отображения произвольного конечного 
элемента на элемент стандартной формы фактически 

эквивалентна построению операторов численного диф-
ференцирования на 4-узловом или 8-узловом шаблоне 
произвольной формы. В известной разностной схеме 
Уилкинса [2], эквивалентной схеме МКЭ с одной точ-
кой интегрирования, матрица жесткости не строится, 
а вместо этого формируются соответствующие диффе-
ренциальные операторы. Матрица жесткости конечного 
элемента записывается в виде [3]: T

Э

K B CBdV=  , где 

В – матрица деформаций, связывающая компоненты 
тензора деформаций с узловыми перемещениями, С – 
матрица упругих постоянных. В общем случае элемен-
ты матрицы В являются функциями пространственных 
координат, но для линейных конечных элементов в виде 
симплексов, а также для элементов с одной точкой ин-
тегрирования они являются константами. В этом случае 
матрица жесткости принимает вид TK B CB V= Δ , где 
ΔV – объем элемента. Ненулевые элементы матрицы В 
являются коэффициентами сеточных операторов, ап-
проксимирующих первые частные производные в эле-
менте. Данные операторы могут быть представлены 
в виде 

 
1

( )
m

i
i j j i

j

fd f f O h
x

+

=

∂= β = +
∂ .  (1) 

Здесь m  – число узлов в элементе, jf  – значения 

функции в узлах элемента, i
jβ  – коэффициенты раз-

ностных операторов. Таким образом, элементами мат-
рицы B  являются коэффициенты i

jβ  и задача построе-
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ния матрицы жесткости фактически сводится к опреде-
лению этих коэффициентов. 

Отметим еще один важный аспект построения чис-
ленных схем МКЭ, рассмотренный в данной работе. 
Это борьба с двумя нежелательными эффектами, при-
сущими многим конечным элементам – эффектами 
сдвигового и объемного запирания и неустойчивости 
типа «песочные часы». Оба эти эффекта давно извест-
ны, по ним имеется обширная литература [4–10], но 
актуальность их исследования не пропала, о чем свиде-
тельствуют появляющиеся до последнего времени пуб-
ликации, например [11–13]. Эффект запирания присущ 
многим элементам низкого порядка (с линейной и по-
лилинейной аппроксимацией неизвестных функций) и 
связан с неудовлетворительной аппроксимацией конеч-
ным элементом деформаций изгиба (сдвиговое запира-
ние) либо в случае почти несжимаемых сред (объемное 
запирание). Следствием этого является медленная схо-
димость численных решений. Для борьбы с данным 
эффектом применяется сокращенное интегрирование, а 
также применение элементов более высокого порядка и 
измельчение сетки, что приводит к значительному уве-
личению вычислительных затрат при решении задач. 
Эффект «песочных часов» связан с наличием в элемен-
тах мод нулевой энергии, когда конечный элемент не 
реагирует на некоторые изменения его формы (типич-
ный случай – на изгиб и кручение). Иначе это можно 
интерпретировать как «неполноту» системы сеточных 
операторов. Так, если в энергии элемента учитываются 
только первые производные поля перемещений, то пе-
ресечение ядер операторов (1) будет ненулевым и 
включать в себя деформации изгиба и кручения элемен-
тов. Для борьбы с данным видом неустойчивости ис-
пользуются различные искусственные приемы [13; 14]. 
Неустойчивость типа «песочные часы» присуща эле-
ментам с неполным интегрированием. Отметим, что у 
линейных элементов, в частности у 4-узлового тетраэд-
ра, «песочные часы» не проявляются, поскольку в дан-
ном случае пересечением ядер операторов (1) является 
смещение тела как жесткого целого, которое ликвиди-
руется при наличии в задаче кинематических гранич-
ных условий. 

 
Формулы аппроксимации первых частных  
производных 

 
Аппроксимация производных в конечном элементе 

произвольной формы сводится к следующей математи-
ческой задаче. Пусть в n-мерном пространстве заданы 
m точек (m > n), в которых известны значения 
функции f. Необходимо построить формулы (1) для 
приближенного вычисления первых частных производ-
ных данной функции. Задача является корректной, если 
множество точек не принадлежит какой-либо гипер-
плоскости в nR . Известны следующие подходы к по-
строению данных формул. 

Формулы естественной аппроксимации производ-
ных в R2 [2; 15]. Пусть задан выпуклый m-угольник (ли-
бо невыпуклый, но без самопересечений) в системе ко-
ординат (x1, x2). Значения функции заданы в его верши-
нах. Тогда справедливы следующие формулы, 
аппроксимирующие её частные производные минимум 
с первым порядком точности: 

 
( )

( )

( )

( )

2 2 1 1
1 1 1 1

1 1
1 2

1 2 2 2 1 1
1 1 1 1

1 1

,

m m

k k k k k k
k k
m m
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k k

f x x f x x
f f
x xx x x x x x

+ − + −
= =

+ − + −
= =

− −
∂ ∂= =
∂ ∂− −

 

 
.  (2) 

В формулах (2) вершины многоугольника должны 
быть пронумерованы по порядку по ходу часовой 
стрелки (или против), верхние индексы – номер коор-
динаты, нижние – номер узла конечного элемента. Для 
нижних индексов действует правило циклической пере-
становки индексов, т.е. 0 1 1,m mx x x x+= = .  

Аппроксимация производных для элементов в виде 
симплексов. Отметим, что для симплексов задача ап-
проксимации частных производных с первым порядком 
точности имеет единственное решение. Данные форму-
лы справедливы для пространств любой размерности. 
Пусть элемент в n-мерном пространстве содержит 

1m n= +  вершин (является симплексом). Тогда n-
мерный объем элемента можно записать как det / ( !)V n , 
где V – квадратная матрица. В трехмерном случае она 
имеет вид 

1 2 3
1 1 1
1 2 3
2 2 2
1 2 3
3 3 3
1 2 3
4 4 4

1
1
1
1

x x x
x x x

V
x x x
x x x

 
 
 =  
 
  

 или 

1 1 2 2 3 3
1 4 1 4 1 4
1 1 2 2 3 3
2 4 2 4 2 4
1 1 2 2 3 3
3 4 3 4 3 4

x x x x x x
V x x x x x x

x x x x x x

 − − −
 = − − − 
 − − − 

 (3) 

(матрицы разные, но их определители равны между со-
бой). Матрица jV  получается из V заменой j-го столбца 

столбцом ( )1 1col , ,m m mf f f f−− − : 

 

2 2 3 3
1 4 1 4 1 4

2 2 3 3
1 2 4 2 4 2 4
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V x x x x f f
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  (4) 

Формула для аппроксимации производных в конеч-
ном элементе имеет следующий вид: 

 
det
det

j
j

Vf
Vx

∂ =
∂

.  (5)  
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Отсюда следует, что коэффициенты операторов (1) 

1 2 3, ,d d d+ + +  выражаются через миноры:  

 

2 2 3 3
2 4 2 4
2 2 3 3
3 4 3 41

1

2 2 3 3
3 4 3 4
2 2 3 3
1 4 1 41

2

2 2 3 3
1 4 1 4
2 2 3 3
2 4 2 41

3

1 1 1 1
4 1 2 3

,
det

,
det

,
det

x x x x
x x x x

V
x x x x
x x x x

V
x x x x
x x x x

V

− −
− −

β =

− −
− −

β =

− −
− −

β =

β = −β − β − β

  (6) 

и т.п. Аналогичные формулы для коэффициентов мат-
рицы деформаций линейного 4-узлового элемента при-
ведены в [1]. Для интересующего нас случая 8-узлового 
конечного элемента рассмотрим подход, позволяющий 
применить формулы (5). Данный подход естественным 
образом сформировался при построении ажурной схе-
мы МКЭ [16; 17] и её развития – моментного конечного 
элемента [18].  

 
Ажурная схема МКЭ 

 
Формулы (5) справедливы, если конечный элемент 

является симплексом в n-мерном пространстве и его 
единственными узлами являются вершины данного 
симплекса. В [16] предложена ажурная схема МКЭ, ко-
гда расчетная область покрывается сеткой из шести-
гранных ячеек, а расчетные элементы в виде тетраэдров 
располагаются по одному в центрах данных ячеек 
(рис. 1). Остальные 4 тетраэдра данного шестигранника 
в расчетах не участвуют, а их экстенсивные характери-
стики (объем, масса и другие) присоединяются к внут-
реннему расчетному элементу. 

 

Рис.1. Ячейка ажурной сетки 

Fig. 1. The rare mesh cell 

Данную схему можно иначе интерпретировать как 
4-узловой конечный элемент в виде гексаэдра. Подроб-
ное исследование, верификация и валидация данной 
схемы МКЭ при решении нестационарных трехмерных 
задач теории упругости и пластичности с использовани-
ем явной схемы «крест» [17; 19] показало ее высокое 
качество и ряд преимуществ по сравнению с традици-
онными схемами на базе 4-узловых и 8-узловых конеч-

ных элементов. В частности, это высокая экономич-
ность, лучшая сходимость, отсутствие эффектов сдви-
гового и объемного запирания и неустойчивости типа 
«песочные часы». В литературе описан факт влияния 
взаимного расположения конечных элементов на точ-
ность численных решений [20]. В [21] исследовано вли-
яние взаимного расположения 4-узловых конечных 
элементов при различных способах разбиения гексаэд-
рических ячеек на 5 или 6 тетраэдрических элементов. 
Среди них наилучшую сходимость продемонстрировала 
ажурная схема. Очевидно, что в ажурной схеме для ап-
проксимации производных используется формула (5). 

 
Моментная схема МКЭ 

 
В развитие идеи ажурных схем в [18] для решения 

задач теории упругости при m=8 предложен способ ис-
пользования формулы, аналогичной (5). Для её приме-
нения к 8-узловому конечному элементу было предло-
жено рассмотреть правильный симплекс с 8 узлами  
в 7-мерном пространстве, вписанный в 7-мерный куб. 
В 7-мерном пространстве рассмотрим симплекс, впи-
санный в параллелепипед с ребрами 1 2 3 4 5 6 7, , , , , ,h h h h h h h  
(семимерный аналог конечного элемента ажурной схе-
мы), для которого формула (3) принимает вид: 

 

3 5 6 7

2 4 6 7

2 3 4 5

1 4 5 7

1 3 4 6

1 2 5 6

1 2 3 7

1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0

h h h h
h h h h
h h h h

V
h h h h
h h h h
h h h h
h h h h

=   (7) 

При 1 2 3 4 5 6 7 1h h h h h h h= = = = = = =  данный сим-
плекс является правильным (все его ребра равны между 
собой, центр совпадает с центром единичного 7-мер-
ного куба), а набор вершин в трехмерном пространстве 
(столбцы со второго по четвертый) образует единичный 
трехмерный куб. Если вершины трехмерного куба за-
менить на вершины произвольного гексаэдра, форму-
ла (7) принимает вид 

 

1 2 3
1 1 1
1 2 3
2 2 2 5 6 7
1 2 3
3 3 3 4 6 7
1 2 3
4 4 4 4 5
1 2 3
5 5 5 4 5 7
1 2 3
6 6 6 4 6
1 2 3
7 7 7 5 6
1 2 3
8 8 8 7

1 0 0 0 0
1 0
1 0
1 0 0
1 0
1 0 0
1 0 0
1 0 0 0

x x x
x x x h h h
x x x h h h
x x x h h

V
x x x h h h
x x x h h
x x x h h
x x x h

= . (8) 

Далее для вычисления производных можно исполь-
зовать формулу (5), используя вместо (3) формулу (8). 
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Если использовать производные только по трем факти-
ческим координатам, придем к схеме Уилкинса, недо-
статком которой является наличие эффекта неустойчи-
вости типа «песочные часы» (мод с нулевой энергией). 
Для борьбы с данным видом неустойчивости в [18] 
предлагается использование также и производных по 
фиктивным координатам 4 5 6 7, , ,x x x x . Это соответству-
ет учету в конечном элементе моментных составляю-
щих, постоянных в пределах элемента, и исключает 
моды нулевой энергии типа изгиба и кручения. Шаги 
сетки 4 5 6 7, , ,h h h h  при этом превращаются в параметры 
конечного элемента, с помощью которых можно регу-
лировать учет моментов. В этом случае тензор дефор-
маций в элементе нужно принять в виде 

 
( )

11 12 13 14 15 16 17

21 22 23 24 25 26 27

31 32 33 34 35 36 37

,

1 3,
2

1 3,
2

ij

i j j i

ij

j i

d u d u j

d u j

+ +

+

ε ε ε ε ε ε ε 
 ε = ε ε ε ε ε ε ε 
 ε ε ε ε ε ε ε 

 + ≤ε = 
 >


  (9) 

а тензор напряжений соответственно 

 
11 12 13 14 15 16 17

21 22 23 24 25 26 27

31 32 33 34 35 36 37

ij

σ σ σ σ σ σ σ 
 σ = σ σ σ σ σ σ σ 
 σ σ σ σ σ σ σ 

.  (10) 

Элементы последних 4 столбцов матрицы (10) соот-
ветствуют некоторым аналогам изгибающих и крутя-
щих моментов конечного элемента. Моментные состав-
ляющие напряжений используются в некоторых неклас-
сических моделях сплошных сред [22; 23], но в 
рассматриваемом случае они не имеют отношения к 
данным моделям и применяются исключительно для 
улучшения качества численных методов. 

Сделаем замечание о подборе параметров 4 5 6 7, , ,h h h h . 
При больших значениях данных параметров влияние мо-
ментов уменьшается, и схема МКЭ приближается по свой-
ствам к схеме Уилкинса, т.е. может проявляться эффект 
песочных часов. С другой стороны, при их значениях 
меньше, чем 1 2 3min( , , )h h h , в явных схемах возникают 
более жесткие ограничения на временной шаг. В нашей 
практике решения задач теории упругости все данные па-
раметры принимались равными: 
 4 5 6 7h h h h h= = = = ξ ,  (11) 

где h  – характерный размер конечных элементов ре-
шаемой задачи, например, 1 2 3min( , , )h h h . Эмпирически 
лучшие результаты получались при значениях безраз-
мерного параметра ξ  в пределах от 1 до 1,5. 

 
 
 
 

Вырожденные элементы 
 
Отметим еще одну особенность данного подхода. 

При решении задач могут встречаться и элементы вы-
рожденной формы с числом узлов менее 8. В ANSYS в 
этих случаях используется 8-узловое кодирование эле-
мента [24], при котором последний фактический узел 
записывается несколько раз. Так, если в стандартном 
случае список глобальных номеров узлов элемента име-
ет вид 1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,i i i i i i i i , то для элемента в виде тре-
угольной призмы – 1 2 3 4 5 6 6 6, , , , , , ,i i i i i i i i , а для тетраэдра – 

1 2 3 4 4 4 4 4, , , , , , ,i i i i i i i i . Если применить аналогичный прием 
и ввести в формуле (8) повторяющиеся координаты по-
следнего узла, например, для призмы или тетраэдра 

 

1 2 3
1 1 1
1 2 3
2 2 2 5 6 7
1 2 3
3 3 3 4 6 7
1 2 3
4 4 4 4 5

призм 1 2 3
5 5 5 4 5 7
1 2 3
6 6 6 4 6
1 2 3
6 6 6 5 6
1 2 3
6 6 6 7

1 2 3
1 1 1
1 2 3
2 2 2 5 6 7

тетр

1 0 0 0 0
1 0
1 0
1 0 0

,
1 0
1 0 0
1 0 0
1 0 0 0

1 0 0 0 0
1 0
1

x x x
x x x h h h
x x x h h h
x x x h h

V
x x x h h h
x x x h h
x x x h h
x x x h

x x x
x x x h h h

V

 
 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
  

=

1 2 3
3 3 3 4 6 7
1 2 3
4 4 4 4 5
1 2 3
4 4 4 4 5 7
1 2 3
4 4 4 4 6
1 2 3
4 4 4 5 6
1 2 3
4 4 4 7

0
1 0 0

,
1 0
1 0 0
1 0 0
1 0 0 0

x x x h h h
x x x h h
x x x h h h
x x x h h
x x x h h
x x x h

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  (12) 

то формула (5) сохраняет свою применимость, посколь-
ку определитель матрицы (8) (в частности, определите-
ли (12)) будет отличен от нуля для любого элемента 
ненулевого трехмерного объема. Таким образом, дан-
ный подход остается работоспособным и для элементов 
вырожденной формы. 

 
Численные результаты 

 
Описанное выше проиллюстрируем результатами 

решения модельных статических задач теории упруго-
сти с использованием моментного конечного элемента 
[18]. Результаты решения некоторых статических задач 
приведены в [18]. Здесь приведем результаты, иллю-
стрирующие работу с вырожденными элементами и 
неустойчивостью типа «песочные часы». 
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Изгиб бруса квадратного сечения  
 
Рассматривается геометрически и физически ли-

нейная задача об изгибе бруса квадратного сечения под 
действием распределенной нагрузки. 

Брус длиной L =10 см квадратного сечения 
1 2 1H H= =  см (рис. 2) защемлен на торцах. Давление 

10p =  МПа равномерно распределено на участке по-
верхности 4 6x< < . Механические свойства материала: 

7,8ρ =  г/см3, 210E =  ГПа, коэффициент Пуассона 
0,3.ν =  

 

Рис. 2. Брус квадратного сечения 

Fig. 2. A square beam 

Использовалась равномерная сетка 4×4×40 ячеек в 
форме куба со стороной 1 2 3 0,25.h h h= = =  В первом 
варианте каждый 8-узловой элемент совпадал с ячей-
кой. Во втором варианте каждая ячейка разбивалась на 
две равных треугольных призмы. В третьем варианте 
каждая ячейка разбивалась на 6 конечных элементов в 
виде тетраэдра. На рис. 3 приведены графики прогибов 
на оси стержня. Значения параметров моментной схемы 
принимались равными: 4 5 6 7 11,4 .h h h h h= = = =  

 

Рис. 3. Прогибы на оси бруса 

Fig. 3. Deflections on the beam axis 

Отметим, что сходимость схем на базе призм и тет-
раэдров более медленная в связи с наличием эффекта 
сдвигового запирания. 

 
Деформирование диска под действием  
внешнего давления 

 
К круглому диску радиуса 14,85R =  см толщиной 
1,5H =  см, закрепленному по контуру, приложено по-

стоянное равномерно распределенное по поверхности 

давление. Свойства материала: 7,8ρ =  г/см3, 210E =  ГПа, 
коэффициент Пуассона 0,3.ν =  Граничные условия: 
жесткое закрепление контуру диска, на одной свобод-
ной поверхности задавалось давление 17p =  МПа. 
Данная осесимметричная задача решалась как трехмер-
ная. Расчетная область (четверть диска) в первом случае 
покрывалась кусочно-регулярной сеткой из трех блоков 
в виде топологических параллелепипедов. Задача реша-
лась на сетке 28 ячеек вдоль радиуса и 6 ячеек по тол-
щине диска. Каждый из блоков покрывался сеткой 
14×14 четырехугольных ячеек в плане. По толщине 
диска сетка равномерная. Во втором случае использова-
лась равномерная сетка из прямоугольных параллеле-
пипедов (в плане – квадраты со стороной / 28R , размер 
по толщине – / 6H ). Вблизи криволинейной границы 
имелись вырожденные ячейки в виде гексаэдров непра-
вильной формы или треугольных призм. На рис. 4 при-
ведено сравнение решений на двух сетках – зависи-
мость прогибов диска от полярной координаты r. 

 

Рис. 4. Сравнение решений на неравномерной сетке из гексаэдров 
и равномерной сетке с вырожденными элементами 

Fig. 4. Comparison of solutions on a non-uniform mesh of hexahedrons 
and a uniform mesh with degenerate elements 

Приведенные решения двух задач показывают ра-
ботоспособность данного конечного элемента при ис-
пользовании вырожденных ячеек 

 
Влияние параметров моментной схемы  
на «песочные часы» 

 
На примере той же задачи с диском продемонстрируем 

влияние параметров моментной схемы на эффект неустой-
чивости «песочные часы» (результаты из работы[18]). 

Использовалась неравномерная сетка из гексаэдров, 
описанная выше. Задача решалась с использованием мо-
ментной схемы с двумя разными значениями регулируе-
мых параметров. Как и в первой задаче, воспользуемся 
безразмерным параметром. Поскольку сетка неравномер-
ная, за основу возьмем размеры ячейки в центре пластины, 
по форме близкую к прямоугольному параллелепипеду: 

1 2 30,5, 0,25h h h= ≈ = . Параметры схемы принимались 
в виде 4 5 6 7 3h h h h h= = = = ξ  при значениях параметра 

1ξ =  и 40ξ = . На рис. 5 представлен вид четверти де-
формированного диска при ξ = 1: 

  0                             0,25                               0,5                            0,75                           1  
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Рис. 5. Деформированный диск (ξ = 1) 

Fig. 5. A deformed part (ξ = 1) 

 

Рис. 6. Деформированный диск (ξ = 40) 

Fig. 6. A deformed part (ξ = 40) 

На рис. 6 – тот же вид при 40ξ = . На обоих рисун-
ках перемещения увеличены в 20 раз.  

Решение на последнем рисунке имеет значительные 
нефизические искажения, обусловленные неустойчиво-
стью «песочные часы». 

 
Заключение 

 
Рассмотрен новый способ аппроксимации произ-

водных в 8-узловых конечных элементах. Применение 
данного подхода позволяет строить эффективные чис-
ленные схемы МКЭ, свободные от недостатков типа 
неустойчивости «песочные часы» и сдвигового запира-
ния. Поскольку в работе рассматривался фактически 
только геометрический аспект построения численных 
схем, все другие вопросы, такие как геометрическая и 
физическая нелинейность и т.п., могут быть решены 
известными методами без всяких ограничений. Данный 
подход может быть применен к решению широкого 
класса задач математической физики, в частности, для 
более сложных моделей в механике деформируемого 
твердого тела [25] и электромагнетизма [26]. 

 
Библиографический список 

 
1. Зенкевич, О. Метод конечных элементов в технике / 

О. Зенкевич. – М.: Мир, 1975. – 541 с. 
2. Уилкинс, М.Л. Расчет упругопластических течений / 

М.Л. Уилкинс // Вычислительные методы в гидродинамике. – 
М.: Мир, – 1967. – С. 212–263. 

3. Голованов, А.И. Метод конечных элементов в механике 
деформируемых твердых тел / А.И. Голованов, Д.В. Береж-
ной. – Казань: Дас, 2001. – 300 с. 

4. Ohya, Y. FEM model of Biot’s equations free from volume 
locking and hourglass instability / Y. Ohya, N. Youshida // The 14th 
World Conference on Earthquake Engineering. October 12-17. – 
2008. – Beijing, China. 

5. Sun, E.Q. Shear locking and hourglassing in MSC, Nas-
tran, ABAQUS, and ANSYS / E.Q. Sun // MSC Software Users 
Meeting, – 2006. 

6. Красновский, Е.Е. Точность решения задач механики в 
ANSYS при наличии изгибных напряжений / Е.Е. Краснов-
ский, А.С. Шадский // Вестник Московского государственного 
технического университета им. Н.Э. Баумана. Серия «Есте-
ственные науки». – 2011. – С. 169–175. 

7. de Souza Neto, E. F-bar-based linear triangles and tetrahe-
dra for finite strain analysis of nearly incompressible solids. Part I: 
formulation and benchmarking / E. de Souza Neto, F.M.A. Pires, 
D.R.J. Owen // Int. J. Num. Methods Engng. – 2005. – Vol. 62, 
iss. 3. – P. 353–383. DOI: 10.1002/nme.1187 

8. Luo, Yunhua. On Shear Locking in Finite Elements / Luo 
Yunhua // Department of Structural Engineering. Royal Institute of 
Technology. S-100 44 Stockholm, Sweden. – TRITA-
BKN.Bulletin 29. – 1997. – 120 p. 

9. Overcoming volumetric locking in material point meth-
ods / W.M. Coombs, T.J. Charlton, M. Cortis, Ch.E. Augarde // 
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering. – 
2018. – Vol. 333. – P. 1–21. 

10. Yuvakishore, Bh. Shear locking reduction in family of 
plane quadrilateral elements / Bh. Yuvakishore, R. Yogeshwaran, 

P.V. Jeyakathikeyan // IOP Conf. Series: Materials Science and Engi-
neering 402. – 2018. – 012074. DOI: 10.1088/1757-899X/402/1/012074 

11. Xiaoshan, L. Nonlinear Finite Element Analysis of 
Composite and Reinforced Concrete Beams / L. Xiaoshan, 
Y.X. Zhang, P. Prabin // Woodhead Publishing Series in Civil and 
Structural Engineering, – 2020. – P. 9–27. 

12. Telikicherla, R.M. Treatment of near-incompressibility 
and volumetric locking in higher order material point methods / 
R.M. Telikicherla, G. Moutsanidis // Computer Methods in Ap-
plied Mechanics and Engineering. – 2022. – Vol. 395. – 114985. 
DOI: 10.1016/j.cma.2022.114985 

13. Bieber, S. Locking and Hourglassing in Nonlinear Finite 
Element / S. Bieber // Technology Bericht Nr. 76. Institut fir 
Baustatik und Baudynamik der Universitat Stuttgart, – 2024. – 183 p. 

14. Reese, S. A stabilization technique to avoid hourglassing in fi-
nite elasticity / S. Reese, P. Wriggers // Internat. J. Numer. Methods En-
grg. – 2000. – Vol. 48, iss. 1. – P. 79–109. DOI: 10.1002/(SICI)1097-
0207(20000510)48:1<79::AID-NME869>3.0.CO;2-D 

15. Reddick, H.W. Advanced Mathematics for Engineers / 
H.W. Reddick, F.H. Miller. – 3rd ed. – Wiley. New York, 1955. – 548 p. 

16. Ажурная схема численного решения трехмерных ди-
намических задач теории упругости и пластичности / 
А.В. Жидков, С.В. Зефиров, К.А. Кастальская, С.В. Cпирин, 
Д.Т. Чекмарев // Вестник ННГУ. – Н. Новгород: Изд-во 
ННГУ, 2011. – № 4, Ч. 4. – С. 1480–1482.  

17. Крутова, К.А. Численное решение трехмерных дина-
мических задач теории упругости и пластичности на основе 
ажурной вариационно-разностной схемы: дис. ... канд. физ.-
мат. наук; Нижегородский гос. университет / К.А. Крутова. – 
Нижний Новгород, 2015. 

18. Абу Даввас, Я. Моментный конечный элемент для 
решения трехмерных задач теории упругости / Я. Абу Даввас, 
И.А. Модин, Д.Т. Чекмарев // Проблемы прочности и пла-
стичности: межвуз. сб.; Нижегородский ун-т. – 2023. – Т. 85, 
№ 2. – С. 164–177. DOI: 10.32326/1814-9146-2022-85-2-164-177 



Чекмарев Д.Т., Глазова Е.Г., Абу Даввас Я. / Вестник ПНИПУ. Механика 6 (2024) 72–80 

 79 

19. Численное решение трехмерных динамических упру-
гопластических задач с использованием ажурной схемы мето-
да конечных элементов / А.В. Жидков, К.А. Крутова, А.А. Ми-
ронов, Д.Т. Чекмарев // Проблемы прочности и пластично-
сти. – 2017. – Т. 79, № 3. – С. 327–337. DOI: 10.32326/1814-
9146-2017-79-3-327-337 

20. Горельский, В.А. Исследование влияния дискретиза-
ции при расчете методом конечных элементов трехмерных 
задач высокоскоростного удара / В.А. Горельский, С.А. Зеле-
пугин, А.Ю. Смолин // Журнал вычислительной математики и 
математической физики. – 1997. – Т. 37, № 6. – С. 742–750. 

21. Крутова, К.А. О влиянии взаимного расположения 
конечных элементов на точность численного решения задач 
теории упругости / К.А. Крутова, С.В. Спирин, Д.Т. Чекма-
рев // Проблемы прочности и пластичности: межвуз. сб.; Ни-
жегородский ун-т. – 2013. – Вып. 75. – № 4. – С. 312–322. 

22. Romanov, A.V. Application of the Reduced and Selected 
Integration Method in Problems of Micropolar Elasticity Theory / 
A.V. Romanov // Moscow University Mechanics Bulletin.  

23. Прозорова, Э.В. Влияние момента на структуры 
сплошной среды при взаимодействии газа и жидкости с по-
верхностью / Э.В. Прозорова // Материалы XV Международ-
ной конференции по прикладной математике и механике в 
аэрокосмической отрасли (AMMAI’2024), 1–8 сентября, Алу-
шта. – 2024. – С. 171–173. 

24. Басов, К.А. ANSYS для конструкторов / К.А. Басов. – 
М.: ДМК Пресс, 2009. 

25. Горохов, В.А. Верификация программных средств 
конечно-элементного моделирования упругопластического 
деформирования элементов конструкций при квазистатических, 
циклических и терморадиационных нагружениях / В.А. Горо-
хов // Материалы XV Международной конференции по приклад-
ной математике и механике в аэрокосмической отрасли 
(AMMAI’2024), 1–8 сентября, Алушта. – 2024. – С. 135–136. 

26. Калинин, А.В. Пространства вектор-функций и стаци-
онарные задачи электромагнитной теории: учеб. пособие / 
А.В. Калинин, А.А. Тюхтина. – Нижний Новгород: Нижего-
родский госуниверситет, 2021. – 112 с. 

 
References 

 
1. Zienkiewich O.C. The finite element method in engineer-

ing science. McGraw-Hill, London, 1971. 
2. Wilkins M. Calculation of Elastic-Plastic Flow. Methods in 

Computational Physics, Vol. 3, Fundamental Methods in Hydrody-
namics, Academic Press, 1964, pp. 211-263. 

3. Golovanov A.I. and Berezhnoy D.V. Metod konechnykh 
elementov v mekhanike deformiruyemykh tverdykh tel [The finite 
element method in solid mechanics]. DAS Publishing, Kazan, 
2001, 300 p. 

4. Ohya Y., Youshida N. FEM model of Biot’s equations free 
from volume locking and hourglass instability. The 14th World 
Conference on Earthquake Engineering. October 12-17, Beijing, 
China, 2008. 

5. Sun E. Q. Shear locking and hourglassing in MSC Nastran, 
ABAQUS, and ANSYS. MSC Software Users Meeting, 2006. 

6. Krasnovskiy Ye.Ye., Shadskiy A.S. Tochnost' resheniya 
zadach mekhaniki v ANSYS pri nalichii izgibnykh napryazheniy 
[Accuracy of solving mechanics problems in ANSYS in the pres-
ence of bending stresses]. Vestnik Moskovskogo gosudarstvennogo 
tekhnicheskogo universiteta im. N.E. Baumana. Seriya «Yestest-
vennyye nauki» - Moscow State Technical University named after 
N.E. Bauman. Series "Natural Sciences",  2011, pp. 169-175. 

7. De Souza Neto E., Pires F.M.A., Owen D.R.J. F-bar-based line-
ar triangles and tetrahedra for finite strain analysis of nearly incompress-
ible solids. Part I: formulation and benchmarking. Int. J. Num. Methods 
Engng., 2005, vol. 62, iss. 3, pp. 353-383. DOI: 10.1002/nme.1187 

8. Luo Yunhua. On Shear Locking in Finite Elements. De-
partment of Structural Engineering. Royal Institute of Technology. 
S-100 44 Stockholm, Sweden. - TRITA-BKN.Bulletin 29, 1997, 120 p. 

9. Coombs W.M., Charlton T.J., Cortis M., Augarde Ch.E. 
Overcoming volumetric locking in material point methods. Com-
puter Methods in Applied Mechanics and Engineering. 2018, 
vol. 333, pp. 1-21. 

10. Yuvakishore Bh., Yogeshwaran R., Jeyakathikeyan P.V. 
Shear locking reduction in family of plane quadrilateral elements. 
IOP Conf. Series: Materials Science and Engineering 402. 2018, 
012074. DOI:10.1088/1757-899X/402/1/012074 

11. Xiaoshan L., Zhang Y.X., Prabin P. Nonlinear Finite 
Element Analysis of Composite and Reinforced Concrete Beams. 
Woodhead Publishing Series in Civil and Structural Engineering, 
2020, pp. 9-27. 

12. Telikicherla R.M., Moutsanidis G. Treatment of near-
incompressibility and volumetric locking in higher order material point 
methods. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering. 
2022, vol. 395, 114985. DOI: 10.1016/j.cma.2022.114985 

13. Bieber S. Locking and Hourglassing in Nonlinear Finite 
Element. Technology Bericht Nr. 76. Institut fir Baustatik und 
Baudynamik der Universitat Stuttgart, 2024. 183 p. 

14. Reese S., Wriggers P. A stabilization technique to avoid 
hourglassing in finite elasticity. Internat. J. Numer. Methods En-
grg., 2000, vol. 48, iss. 1, pp. 79-109. DOI: 10.1002/(SICI)1097-
0207(20000510)48:1<79::AID-NME869>3.0.CO;2-D 

15. Reddick H.W., Miller F.H. Advanced Mathematics for 
Engineers, 3rd ed. Wiley. New York, 1955, 548 p. 

16. Zhidkov A.V., Zefirov S.V., Kastal'skaya K.A. Spirin 
S.V., Chekmarev D.T. Azhurnaya skhema chislennogo resheniya 
trekhmernykh dinamicheskikh zadach teorii uprugosti i 
plastichnosti [Openwork scheme of numerical solution of three-
dimensional dynamic problems of elasticity and plasticity theory]. 
Vestnik NNGU – Bulletin of UNN. N. Novgorod: Izd-vo NNGU, 
2011, no. 4 (4), pp. 1480-1482. 

17. Krutova K.A. Chislennoye resheniye trekhmernykh 
dinamicheskikh zadach teorii uprugosti i plastichnosti na osnove 
azhurnoy variatsionno-raznostnoy skhemy [Numerical solution of 
three-dimensional dynamic problems of elasticity and plasticity 
theory based on an openwork variational-difference scheme]. dis. 
... Cand. of Phys. and Mathematics. Nizhny Novgorod State 
University, Nizhny Novgorod, 2015. 

18. Abu Dawwas Ya., Modin I.A., Chekmarev D.T. Mo-
mentnyy konechnyy element dlya resheniya trekhmernykh zadach 
teorii uprugosti [Moment finite element for solving three-
dimensional problems of elasticity theory]. Problemy prochnosti i 
plastichnosti – Problems of Strength and Plasticity, 2023, vol. 85, 
no. 2, pp. 164-177. DOI: 10.32326/1814-9146-2022-85-2-164-177 

19. Zhidkov A.V., Krutova K.A., Mironov A.A., Chek-
marev D.T. Chislennoye resheniye trekhmernykh dinamicheskikh 
uprugoplasticheskikh zadach s ispol'zovaniyem azhurnoy skhemy 
metoda konechnykh elementov [Numerical solution of 3D dynam-
ic elastoplastic problems using the rare mesh FEM scheme]. Prob-
lemy prochnosti i plastichnosti – Problems of Strength and Plastic-
ity. 2017, vol. 79, no 3. pp. 327-337. DOI: 10.32326/1814-9146-
2017-79-3-327-337 



Chekmarev D.T., Glazova E.G., Abu Dawwas Y.  / PNRPU Mechanics Bulletin 6 (2024) 72-80 

80 

20. Gorelsky V.A., Zelepugin S.A., Smolin A.Yu. Issledo-
vaniye vliyaniya diskretizatsii pri raschete metodom konechnykh 
elementov trekhmernykh zadach vysokoskorostnogo udara [Study 
of the influence of discretization in the calculation of three-
dimensional problems of high-speed impact by the finite element 
method]. Journal of Computational Mathematics and Mathemati-
cal Physics. 1997, vol. 37, no. 6, pp. 742-750. 

21. Krutova K.A., Spirin S.V., Chekmarev D.T. O vliyanii 
vzaimnogo raspolozheniya konechnykh elementov na tochnost' 
chislennogo resheniya zadach teorii uprugosti [On the influence of 
the mutual arrangement of finite elements on the accuracy of the 
numerical solution of elasticity problems]. Problemy prochnosti i 
plastichnosti – Problems of Strength and Plasticity, Mezhvuz. Sb., 
Nizhegorod. un-t. 2013, iss. 75, no. 4, pp. 312-322. 

22. Romanov A.V. Application of the Reduced and Selected 
Integration Method in Problems of Micropolar Elasticity Theory. 
Moscow University Mechanics Bulletin. 2024, vol. 79, pp. 1–5. 
DOI: 10.3103/S002713302470002X 

23. Prozorova E.V. Vliyaniye momenta na struktury 
sploshnoy sredy pri vzaimodeystvii gaza i zhidkosti s 
poverkhnost'yu [Influence of the moment on the structures of a 

continuous medium during the interaction of gas and liquid with 
the surface]. Proceedings of the XV International Conference on 
Applied Mathematics and Mechanics in the Aerospace Industry 
(AMMAI’2024), September 1–8, Alushta. 2024, pp. 171-173. 

24. Basov K.A. ANSYS dlya konstruktorov [ANSYS for de-
signers]. DMK Press. Moscow, 2009. 

25. Gorokhov V.A. Verifikatsiya programmnykh sredstv 
konechno-elementnogo modelirovaniya uprugoplasticheskogo 
deformirovaniya elementov konstruktsiy pri kvazistaticheskikh, 
tsiklicheskikh i termoradiatsionnykh nagruzheniyakh [Verification 
of software tools for finite element modeling of elastic-plastic 
deformation of structural elements under quasi-static, cyclic and 
thermoradiation loads]. Proceedings of the XV International Con-
ference on Applied Mathematics and Mechanics in the Aerospace 
Industry (AMMAI’2024), September 1–8, Alushta. 2024.  
pp. 135-136. 

26. Kalinin A.V., Tyukhtina A.A. Prostranstva vektor-
funktsiy i statsionarnyye zadachi elektromagnitnoy teorii. 
Uchebnoye posobiye [Spaces of Vector Functions and Stationary 
Problems of Electromagnetic Theory]. Tutorial. – Nizhny 
Novgorod: Nizhny Novgorod State University, 2021, pp. 112. 

 
 
Финансирование. Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 24-29-00422). 
Конфликт интересов. Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов. 
Вклад авторов равноценен.  
 
Funding. The work was carried out with financial support from the Russian Science Foundation (project No. 24-29-00422). 
Conflict of interest. The authors declare no conflict of interest. 
The contribution of the authors is equivalent. 




