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 Представлены численные и экспериментальные исследования процессов деформирования и разрушения сталей 
10Г2ФБЮ и Ст35 при различных видах квазистатического и динамического нагружения: растяжение сплошного стержня
и болтов М8 с гладкой и резьбовой рабочей частью, а также сжатии компактных цилиндрических образцов. Подробно
описаны и схематично показаны разработанные экспериментально-расчетные методики построения квазистатических и
динамических истинных диаграмм деформирования в экспериментах на растяжение и сжатие. В результате применения 
этих методик определены квазистатические и динамические истинные диаграммы деформирования для сталей
10Г2ФБЮ и Ст35. Полученные квазистатические диаграммы деформирования стали 10Г2ФБЮ при растяжении и сжатии
практически совпадают. Установлено, что при построении истинных диаграмм деформирования для стали 10Г2ФБЮ
существенное влияние оказывает скорость деформаций при значениях выше 500 1/c. 

Для исследования и описания процессов деформирования и разрушения упругопластических материалов пред-
ложена и реализована связанная модель разрушения на основе кинетического уравнения накопления повреждений в
сочетании с критерием прочности типа Писаренко – Лебедева. На основе экспериментально-расчетного подхода разра-
ботана новая методика по оснащению материальными параметрами для предложенной модели разрушения. Соответ-
ственно определены материальные параметры связанной модели разрушения для стали Ст35. Результатами числен-
ного моделирования процесса разрушения болтов М8 с гладкой и резьбовой рабочей частью при квазистатическом рас-
тяжении показано количественное и качественное соответствие вида и характера разрушения с экспериментом.
Совместное применение экспериментально-расчетного подхода и предлагаемой связанной модели разрушения позво-
ляет более точно описывать процессы деформирования и разрушения упругопластических материалов. 
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 The paper presents numerical and experimental studies of deformation and fracture pro-
cesses of 10G2FBU and St35 steels under various types of quasi-static and dynamic loadings: 
tension of a solid rod and M8 bolts with smooth and threaded working parts, as well as compression
of compact cylindrical specimens. The developed experimental-calculation techniques are de-
scribed in detail and shown schematically for quasi-static and dynamic true strain diagrams in
tensile and compression experiments. Application of these techniques made it possible to deter-
mine quasi-static and dynamic true strain diagrams for steels 10G2FBU and St35. The obtained 
quasi-static deformation diagrams of 10G2FBU steel in tension and compression practically coin-
cide. It was found that in the construction of true strain diagrams for 10G2FBU steel, the strain rate
at values above 500 1/s has a significant influence. 

A coupled fracture model based on the kinetic equation of damage accumulation in combina-
tion with the strength criterion of the Pisarenko-Lebedev type is proposed and implemented to
investigate and describe the deformation and fracture processes of elastoplastic materials. Based 
on the experimental-calculation approach, a new methodology for fitting material parameters for
the proposed fracture model is developed. Accordingly, the material parameters of the coupled
fracture model for St35 steel are determined. The results of numerical modeling of the fracture
process of M8 bolts with smooth and threaded working part under quasi-static tension show a 
quantitative and qualitative correspondence of the type and character of fracture with the experi-
ment. The joint application of the experimental-calculation approach and the proposed coupled
fracture model allows a more accurate description of the deformation and fracture processes of
elastic-plastic materials. 
 

Keywords: 
experimental-calculation approach, 
iterative procedure, numerical  
modeling, experiment, elastic-plastic 
materials, true deformation diagram, 
large deformations, coupled fracture 
model, strength criterion, kinetic  
equation of damage accumulation. 

 

 
Введение 

 
На сегодняшний день известен широкий набор мате-

матических моделей нелинейного деформирования и 
разрушения упругопластических материалов при квази-
статическом и динамическом нагружении. Для примене-
ния этих моделей требуются достоверные истинные диа-
граммы деформирования упругопластических материа-
лов вплоть до разрушения образцов. Получить истинные 
диаграммы деформирования с помощью эксперимен-
тальных измерений крайне сложно, так как при испыта-
ниях лабораторные образцы подвергаются неодноос-
ному и неоднородному напряженно-деформированному 
состоянию (НДС), а также существенному влиянию кра-
евого эффекта, сил трения и радиальной инерции в экс-
периментах на растяжение и ударное сжатие. Обычно 
определение деформационных характеристик материала 
выполняется с использованием экспериментально-ана-
литических методик [1–16], которые основаны на упро-
щающих гипотезах. Эти методы не позволяют в полной 
мере учесть при больших деформациях неодноосность и 
неоднородность НДС в экспериментах как на растяже-
ние, так и на сжатие компактных образцов при квазиста-
тических и динамических нагружениях. В связи с этим 

для определения и исследования деформационных и 
прочностных свойств материалов актуально развитие 
экспериментально-расчетного подхода [17–22], позволя-
ющего, в отличие от экспериментально-аналитических 
методов, без принятия упрощающих гипотез учесть 
неодноосность и неоднородность НДС. На основе экспе-
риментально-расчетного подхода [17] авторами были 
разработаны методики и алгоритмы исследования де-
формационных и прочностных характеристик упруго-
пластических материалов при различных видах нагруже-
ния [18–22]. 

Из анализа современных работ [23–25] по моделиро-
ванию процессов разрушения можно сделать вывод, что 
на сегодняшний момент не существует универсального 
подхода или модели, описывающей процессы разруше-
ния в полном объеме. Исходя из многообразия факторов 
и причин разрушения материалов, вместо создания гро-
моздких моделей, описывающих все известные на сего-
дняшний день эффекты на основе единых кинетических 
уравнений, более целесообразным является создание не-
которой составной модели поврежденного материала, 
состоящей из более простых, формально независимых 
моделей. Предлагается связанная модель разрушения на 
основе кинетического уравнения накопления поврежде-
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ний в сочетании с критерием прочности типа Писа-
ренко – Лебедева. Данный критерий разрабатывался для 
описания предельных состояний именно квазихрупких ма-
териалов, но в дальнейшем успешно использовался и для 
пластичных материалов. При этом критерий позволяет учи-
тывать особенности свойств материала и его склонность 
к последовательному разрушению отрывом и сдвигом. 

В рамках развития экспериментально-расчетного 
подхода разработана методика идентификации матери-
альных параметров предложенной модели разрушения. 
Этот подход предполагает проведение совместного ана-
лиза результатов эксперимента и полномасштабного 
(в рамках механики сплошных сред) компьютерного мо-
делирования процессов деформирования лабораторных 
образцов или элементов конструкций без принятия апри-
орных силовых и кинематических гипотез. Представля-
ется возможным строить предельную поверхность разру-
шения в зависимости от вида НДС, определенного в чис-
ленных расчетах на момент разрушения. Высокая 
информативность и точность получения деформацион-
ных и прочностных характеристик материалов позволят 
повысить уровень достоверности диагностики состояния 
и прочности элементов конструкций, находящихся в 
условиях эксплуатации. 

 
Экспериментально-расчетный подход 

 
В общем случае для определения механических кон-

стант и определения диаграммы деформирования мате-
риала формируется целевая функция, описывающая раз-
личия натурных и численных экспериментов. Далее 
строится итерационный процесс нахождения механиче-
ских констант и зависимостей материала. 

Требуется найти набор параметров уравнения состо-
яния ( )1 2, , ...., nb b b b= , при которых численное решение 
задачи наилучшим образом согласуется с результатами 
эксперимента. Здесь параметрами могут выступать мо-
дуль объемного сжатия ,K  модуль сдвига ,G  предел те-
кучести σТ , интенсивности напряжений при фиксиро-
ванном значении накопленных пластических деформа-
ций (æ)iσ  и др. Для определения искомых параметров 
требуется минимизировать функцию, представляющую 
собой величину среднеквадратичного отклонения рас-
четных и экспериментальных результатов: 

( )2Э Р

1
( )

N

j j
j

C b p p
=

= − , 

где Э
jp  – значение параметров сравнения, полученных из 

эксперимента, Р
jp  – значение параметров сравнения, по-

лученных из расчета. Параметрами сравнения могут 
быть силы, перемещения, напряжения, деформации и др. 
В качестве ограничений на искомые параметры ib  в об-
ласти поиска выступают уравнения начально-краевой за-
дачи, а границы области поиска определяются из 

экспериментальных фактов и физических принципов. Ре-
шение рассмотренной задачи во многом зависит от вы-
бора алгоритма оптимизации. При выборе существующих 
и создании новых алгоритмов необходимо учитывать осо-
бенности рассматриваемых задач. В рассматриваемом 
случае проверка ограничений осуществляется путем чис-
ленного решения нелинейной начально-краевой задачи, 
что требует больших вычислительных затрат. Поэтому 
большую роль играет время счета одного варианта, выбор 
начального приближения и скорость сходимости вычис-
лительного процесса. Целесообразно общую задачу сво-
дить к последовательности частных задач с одним-двумя 
параметрами сравнения. Начальное приближение опреде-
ляется аналитическим или численным решением идеали-
зированной задачи. В качестве алгоритма оптимизации 
можно использовать метод последовательных приближе-
ний искомых параметров, основанный на коррекции пара-
метров, исходя из относительного отличия эксперимен-
тальных и расчетных значений.  

 
Построение истинных диаграмм  
деформирования упругопластических  
материалов при квазистатическом  
и динамическом нагружениях 

 
Наиболее распространенными способами изучения и 

исследования деформационных характеристик упруго-
пластических материалов при квазистатическом и дина-
мическом нагружениях являются эксперименты на растя-
жение сплошных стержней и сжатие компактных образ-
цов. На основе экспериментально-расчетного подхода 
разработаны методики [17–22] построения квазистатиче-
ских и динамических истинных диаграмм деформирова-
ния при больших деформациях и неоднородном НДС. 

В экспериментах на растяжение построение истин-
ных диаграмм деформирования материалов осуществля-
ется в результате итерационной процедуры корректи-
ровки зависимости интенсивности напряжений σ i  от па-
раметра Одквиста æ на всем процессе деформирования 
образца. Для этого в каждой итерации численного реше-
ния задачи растяжения образца анализируется отноше-
ние значений осевых сил, полученных в эксперименте 

ЭF  и расчете pF  при одинаковом удлинении образца: 

Э Pβ /F F= . Затем устанавливается функциональная за-
висимость между максимальным значением параметра 
Одквиста в объеме образца æ∗  и соответствующим 
удлинением. Итерационная процедура корректировки 
диаграммы осуществляется по формуле 

(æ ) β (æ )i i
∗ ∗σ = σ  до совпадения с заданной точностью 

зависимостей осевых сил, полученных в эксперименте и 
расчете. Корректировка производится сразу всей диа-
граммы деформирования. В связи с этим необходимо 
многократно решать прямую задачу и выполнять соот-
ветствующую обработку ее результатов, что является 
весьма трудоемким вычислительным процессом. Данный 
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алгоритм позволяет воспользоваться любой доступной 
программой решения прямой задачи без каких-либо мо-
дификаций. Как показали исследования, для сходимо-
сти итерационной процедуры достаточно в качестве 
начального приближения задать любую выпуклую диа-
грамму деформирования упрочняющегося материала. 
На рис. 1 схематично представлена процедура мето-
дики построения истинных диаграмм деформирования 
при растяжении. 

Для повышения эффективности методики целесооб-
разно осуществить процедуру нелинейной экстраполя-
ции [22]. Вычислительный процесс, моделирующий 
нагружение, разбивается на этапы. Количество этапов 
равно количеству точек в табличном представлении экс-
периментальной зависимости осевой силы от осевого 
удлинения, и столько же точек будет содержать постро-
енная истинная диаграмма деформирования. В ходе вы-
числений в конце каждого этапа анализируется величина 
отклонения расчетной осевой силы от эксперименталь-
ной. При превышении ею заданного значения произво-
дится аналогичная итерационная корректировка истин-
ной диаграммы деформирования. Для продолжения пря-
мого расчета на следующем интервале разбиения 
применяется процедура нелинейной экстраполяции диа-
граммы деформирования. Процесс построения диа-
граммы деформирования практически сводится к одно-
кратному прямому численному расчету без применения 
итерационной процедуры, что существенно повышает 
эффективность методики (до 10 раз). При этом предло-
женная методика реализована в виде отдельного кон-
сольного приложения с использованием языка програм-
мирования C++ в операционной системе Windows 10, что 
также значительно снижает вычислительные затраты на 
построение истинных диаграмм деформирования. 

В экспериментах на сжатие компактных образцов 
определение динамических диаграмм деформирования и 
сил трения основывается на следующей итерационной 
методике. Первоначально диаграммы деформирования 
строятся по экспериментальной осевой силе при 

коэффициенте трения, равным нулю при однородном 
напряженно-деформированном состоянии. Затем осу-
ществляется итерационный процесс определения коэф-
фициентов трения с найденной диаграммой деформиро-
вания. В процессе итераций корректируются коэффици-
енты трения на нижней и верхней поверхностях 
образцов-таблеток посредством линейной интерполяции 
(экстраполяции) по разности высот арок в расчете и экс-
перименте до сходимости. Высоты полуарок определя-
ются по формуле max *h R R= − , где * НR R= или * ВR R= , 

maxR  – максимальный радиус деформированного об-
разца, Н В,R R  – минимальные нижний и верхний ради-
усы боковой поверхности образца. В начальном прибли-
жении коэффициент трения задается равным 0,15. Число 
итераций обычно не превышает трех при погрешности в 
определении высоты арки менее 1 %. Далее при фикси-
рованных коэффициентах трения производится уточне-
ние динамических диаграмм деформирования по анало-
гичной рассмотренной выше методике. На рис. 2 схема-
тично представлена процедура методики построения 
истинных диаграмм деформирования и определения ко-
эффициентов трения в экспериментах на сжатие. 

Проведен ряд экспериментально-расчетных исследо-
ваний компактных цилиндрических образцов из стали 
10Г2ФБЮ при растяжении и сжатии. В экспериментах 
на растяжение использовались цилиндрические стержни 
с начальной длиной рабочей части 0 10 ммL =   и началь-
ным диаметром 0 5 мм,d =   для экспериментов на сжа-
тие – образцы-таблетки с начальной длиной рабочей ча-
сти 0 15 ммL =   и начальным диаметром 0 10 мм.d =   
Численное решение задачи проводилось в динамической 
осесимметричной постановке. На рис. 3 представлен вид 
исследуемых образцов и соответствующие им дискрет-
ные расчетные модели. Для квазистатических экспери-
ментов скорость принималась 0,1 м/c,u =    а для динами-
ческих экспериментов – 10 м/c.u =    

 

Рис. 1. Процедура методики построения истинных диаграмм деформирования в экспериментах на растяжение 

Fig. 1. Diagram of the method for constructing true deformation diagrams in tensile experiments 
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Рис. 2. Процедура методики построения истинных диаграмм деформирования в экспериментах на сжатие 

Fig. 2. Diagram of the method for constructing true deformation diagrams in compression experiments 

 

 

Рис. 3. Внешний вид образцов и соответствующие им дискретные расчетные модели 

Fig. 3. Samples and corresponding discrete calculation models 

 
Испытания на сжатие компактных образцов прово-

дились в четыре этапа с использованием ограничителей 
перемещений. Поэтапное нагружение позволяет с боль-
шей точностью получить зависимость осевых сил от ско-
рости деформаций. На рис. 4 представлены эксперимен-
тальные зависимости осевой силы от удлинения (осадки) 
стали 10Г2ФБЮ. Пунктирная серая линия на рис. 4 явля-
ется аппроксимацией экспериментальной зависимости 
осевой силы от удлинения при динамическом 

растяжении сплошного стержня. На основе разработан-
ных экспериментально-расчетных методик с погрешно-
стью по осевым силам менее 0,5 % построены квазиста-
тические и динамические истинные диаграммы дефор-
мирования стали 10Г2ФБЮ, которые приведены на 
рис. 5. На рис. 6 показаны распределение параметра Од-
квиста æ и формоизменение исследуемых образцов с уче-
том полученных диаграмм деформирования при удлине-
нии 0/ 0, 2L LΔ = . 
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Построенные квазистатические истинные диа-
граммы деформирования стали 10Г2ФБЮ (см. рис. 5), 
полученные при растяжении и сжатии компактных об-
разцов, достаточно хорошо согласуются. Установлено, 
что при скоростях деформаций до 500 1/c динамические 
диаграммы деформирования незначительно отличаются 
от квазистатических, а при скоростях деформаций выше 
500 1/c влияние скорости деформаций существенно воз-
растает на поведение материала при динамическом де-
формировании. Следует отметить, что динамическая 
диаграмма деформирования при растяжении (см. рис. 5, 

серая сплошная линия) получена без учета влияния вели-
чин скоростей деформаций, реализующихся в зоне лока-
лизации пластического деформирования (образование 
«шейки»), так как после образования «шейки» в этой 
зоне скорости деформаций значительно выше 1000 1/c. 
Квазистатические и динамические эксперименты на рас-
тяжение компактных образцов проводились до разруше-
ния. При динамическом и квазистатическом растяжении 
полученные величины относительных сужений образцов 
после разрушения в минимальном сечении «шейки» в 
пределах экспериментальной погрешности совпадают. 

 

Рис. 4. Экспериментальные зависимости осевой силы от удлинения (осадки) образцов при квазистатическом (черные линии)  
и динамическом (серые линии) нагружении 

Fig. 4. Experimental dependences of axial force on elongation of samples under quasi-static (black lines) and dynamic (gray lines) loading 

 

 

Рис. 5. Построенные истинные диаграммы деформирования стали 10Г2ФБЮ в экспериментах на растяжение (сплошные линии)  
и сжатие (пунктирные линии) цилиндрических образцов при квазистатическом (черные линии) и динамическом (серые линии) 

нагружении 

Fig. 5. Constructed true deformation diagrams of 10G2FBU steel in tensile (solid lines) and compression (dashed lines) experiments  
on cylindrical samples under quasi-static (black lines) and dynamic (gray lines) loading 
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Рис. 6. Распределение параметра Одквиста æ и формоизменение исследуемых образцов с учетом полученных диаграмм  
деформирования при удлинении 0/ 0,2L LΔ =  

Fig. 6. Distribution of the Odquist parameter æ and the change in shape of the studied samples taking into account the obtained  
deformation diagrams during elongation 0/ 0,2L LΔ =  

 

Рис. 7. Внешний вид болтов М8 и соответствующие им дискретные расчетные модели 

Fig. 7. M8 bolts and corresponding discrete calculation models 

 
Разработанные экспериментально-расчетные мето-

дики позволяют строить диаграммы деформирования при 
деформировании элементов конструкций до момента раз-
рушения. Рассмотрим квазистатическое растяжение бол-
тов М8 с гладкой и резьбовой рабочей частью из стали 
Ст35. Болты с гладкой рабочей частью имели начальный 
радиус 0 2R =  мм и начальную длину 0 15,9L =  мм, а с 
резьбовой рабочей частью – начальный внешний радиус 
резьбы 0 4R =  мм и начальное расстояние между голов-
кой и гайкой 0 16L =  мм. На рис. 7 представлен вид иссле-
дуемых болтов М8 и соответствующие им дискретные 

расчетные модели. При моделировании деформирования 
образцов с гладкой рабочей частью наличием резьбы пре-
небрегали. В образцах с резьбовой рабочей частью реша-
лась контактная задача взаимодействия болта с массивной 
гайкой, внешняя часть которой полагалась жестко закреп-
ленной. Скорости осевых перемещений головок болтов 
задавались u =0,1 м/c. Для болта с резьбовой рабочей ча-
стью проводился сравнительный расчетный анализ ре-
зультатов моделирования в трехмерной и осесимметрич-
ной постановках. Полученное отличие в осевых силах при 
одинаковых перемещениях составило менее 1 %. Поэтому 
построение истинных диаграмм деформирования при 

Квазистатическое нагружение Динамическое нагружение 

Болт с гладкой рабочей частью 

Болт с резьбовой рабочей частью 

=0,1 м/c 

=0,1 м/c 
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растяжении болтов проводилось в осесимметричной по-
становке.  

Полученные экспериментальные зависимости осе-
вых сил ( F ) от удлинения ( u ) для рассмотренных бол-
тов представлены на рис. 8. Построение истинных диа-
грамм деформирования для стали Ст35 проводилось 
с погрешностью по осевым силам менее 0,1 %.  

На рис. 9 представлены построенные истинные диа-
граммы деформирования стали Ст35 для болтов М8 с 
гладкой и резьбовой рабочей частью. На рис. 10 показаны 
распределение параметра Одквиста æ и формоизменение 
болтов М8 с учетом полученных диаграмм деформирова-
ния при удлинении 0/ 0,0875L LΔ = . 

 
 

 

Рис. 8. Экспериментальные зависимости осевой силы от удлинения для болтов М8 с гладкой (серая линия)  
и резьбовой (черная линия) рабочей частью из стали Ст35 

Fig. 8. Experimental dependences of axial force on elongation for M8 bolts with smooth (gray line) and threaded  
(black line) working parts made of St35 steel 

 
 

 

Рис. 9. Построенные истинные диаграммы деформирования для болтов М8 с гладкой (серая линия)  
и резьбовой (черная линия) рабочей частью из стали Ст35 

Fig. 9. Constructed true deformation diagrams for M8 bolts with smooth (gray line) and threaded (black line)  
working parts made of St35 steel 
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Рис. 10. Распределение параметра Одквиста æ и формоизменение болтов М8 с учетом полученных диаграмм  
деформирования при удлинении 0/ 0,0875L LΔ =  

Fig. 10. Distribution of the Odquist parameter æ and the change in shape of M8 bolts taking into account the obtained  
deformation diagrams during elongation 0/ 0,0875L LΔ =  

 
Из полученных результатов видно, что истинные 

диаграммы деформирования болтов из стали Ст35 мало 
различаются. Однако для болта с резьбовой рабочей  
частью истинная диаграмма деформирования имеет нис-
падающий участок, и разрушение происходит при значи-
тельно меньших значениях параметра Одквиста. Отли-
чия диаграмм деформирования обусловлены существен-
ным влиянием у болта с резьбовой рабочей частью 
наличия концентраторов напряжений.  

 
Определение материальных параметров  
модели разрушения упругопластических  
материалов 

 
Для исследования и описания процессов разрушения 

упругопластических материалов будем использовать 
связанную модель разрушения на основе кинетического 
уравнения накопления повреждений в сочетании с кри-
терием прочности типа Писаренко – Лебедева. Критерий 
прочности записывается следующим образом [26]: 

 σ1 ψ
1 Pχσ (1 χ)σ σi A −+ − = , (1) 

где σ i  – интенсивность напряжений, 

σ 1 2 3ψ (σ + σ + σ ) / σi= , 1σ , 2σ , 3σ  – главные напряжения, 
1A ≤  – параметр неоднородности материала, χ  – пара-

метр, характеризующий степень хрупкости материала, 

σP  – предел прочности на растяжение. Первое слагаемое 
в (1) характеризует упругопластические, а второе – хруп-
кие свойства материала при разрушении. Широкий диа-
пазон изменения коэффициента 0 1< χ <  позволяет учи-
тывать особенности свойств материала и его склонность 
к разрушениям отрывом или сдвигом. Предельные зна-
чения 1χ =  и 0χ =  описывают поведение идеально пла-
стичных и идеально хрупких материалов соответ-
ственно. 

Далее проведем преобразования критерия прочности 
и запишем выражение для максимального главного 
напряжения 1σ  через инвариантные характеристики 
вида текущего напряженного состояния , ψσ σφ  следую-
щим образом: 

 1 σ
1 2cos( ) ψ
3 i σ σ = σ φ +  . (2) 

Отметим, что величина cos( )σφ  в (3) меняется в пре-
делах от 1 до 0,5. С учетом соотношения (2) критерий 
прочности (1) представим в следующем виде: 

 1
i
1σ 3 (1 )(2cos( ) )
3 PA σ−ψ

σ σ χ + − χ φ + ψ = σ  . (3) 

Таким образом, предельное значение интенсивности 
напряжений, исходя из полученного соотношения (3): 

Болт М8 с гладкой рабочей частью 

Болт М8 с резьбовой рабочей частью 
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( )

*

1(1 ) 2cos( )
3

p
i

A σ−ψ
σ σ

σ
σ =

− χχ + φ + ψ
. (4) 

В качестве кинетического уравнения накопления по-
вреждений рассматривается схема линейного суммиро-
вания повреждений с учетом функции влияния [27–31]: 

 * ( , ,...)f σ σ

λω =
λ ψ φ


 , (5) 

где λ  – переменная, параметризующая процесс упруго-
пластического деформирования, *λ  – предельное значе-
ние этой переменной, ( , ,...)f σ σψ φ  – безразмерная функ-
ция, характеризующая влияние вида НДС на степень по-
врежденности материала, σψ  – коэффициент жесткости 
напряженного состояния, σφ  – угол фазы девиатора 
напряжений. 

Для пластичных материалов в модели разрушения в 
качестве параметра λ  будем использовать параметр Од-
квиста æ. В связи с этим соотношение (5) примет вид: 

æ
æ ( , )p f σ σ

ω =
ψ ϕ
 , 

где pæ  – предельное значение параметра Одквиста при 
растяжении. В качестве функции влияния с учетом кри-
терия прочности Писаренко – Лебедева (4) будем рас-
сматривать: 

( )*

р

æ
( , )

æ
i

f σ σ

σ
ψ φ = , 

где ( )*æ iσ  – обратная функция истиной диаграммы де-

формирования, т.е. зависимость параметра Одквиста от 
интенсивности напряжений. 

Связанная модель разрушения [32] обычно реализу-
ется с учетом влияния параметра поврежденности ω  на 
свойства материала. Зависимость предела текучести, 
упругих характеристик материала обычно задается в виде 
степенной зависимости от параметра поврежденности: 

( )1 nK K= − ω ; 

( )1 nG G= − ω ; 

( )(æ) 1 n
iiσ = σ − ω ; 

где K, G – упругие характеристики материала модуль 
объемного сжатия и модуль сдвига соответственно, 

(æ)iσ  – истинная диаграмма деформирования. Пара-
метр n определяет скорость изменения свойств матери-
ала при росте параметра поврежденности.  

В связанной модели связь между скоростью девиа-
тора напряжений ij′σ  и скоростью упругих составляю-

щих девиатора деформаций у
ije′  определяется в виде: 

2 у
ij ij ij

GGe
G

′ ′ ′σ = + σ


  , dGG
d

= ω
ω

  , 

где ij′σ  – скорость девиатора напряжений, у
ije′  – скорость 

упругих составляющих девиатора деформаций, G  – мо-
дуль сдвига; 

3 KKe
K

σ = + σ


  , dKK
d

= ω
ω

  , 

где σ  и e  – скорость шаровых составляющих напряже-
ний и деформаций, K  – модуль объемного сжатия. 
Предложенная связанная модель разрушения реализо-
вана в виде модели упругопластического материала с 
изотропным упрочнением. Необходимо отметить, что 
для соотношения (5) вводилось ограничение параметра 
повреждения 0,98ω = , выражающее исчерпание воз-
можностей материала упругопластически деформиро-
ваться. При достижении этой величины параметр повре-
ждения не изменялся.  

На основе экспериментально-расчетного подхода 
разработана методика идентификации материальных па-
раметров связанной модели разрушения. Для оснащения 
модели разрушения целесообразно использовать экспе-
рименты на растяжение сплошных стержней. В качестве 
примера рассмотрим растяжение болтов М8 с гладкой и 
резьбовой рабочей частью из стали Ст35. С учетом по-
строенных истинных диаграмм деформирования Ст35 
(рис. 9) из имеющихся экспериментальных результатов 
(зависимость осевой силы от удлинения, вид разрушения 
болтов) необходимо определить значения параметров 

, , PA χ σ  и n . Сложностью определения материальных 
параметров является их взаимосвязь. Следует отметить, 
что полученный ниспадающий участок истинной диа-
граммы деформирования (см. рис. 9) для болта М8 с резь-
бовой рабочей частью в дальнейшем описывается свя-
занной моделью накопления повреждений. Методика 
определения материальных параметров состоит из трех 
следующих этапов. 

1. Изначально фиксируются параметры 0,9A =  и
0,9χ =  как средние значения для упругопластических 

материалов. Выполняется два расчета с параметрами 
10n =  и 20n = , а предел прочности принимается соот-

ветственно *1,1P Pσ = ⋅σ  и *1,2P Pσ = ⋅σ , где *
Pσ  – макси-

мальное значение интенсивности напряжений на постро-
енной истинной диаграмме деформирования (см. рис. 9). 
Далее осуществляется итерационный процесс определе-
ния параметров Pσ  и n  посредством линейной интерпо-
ляции (экстраполяции) до совпадения расчетной и экспе-
риментальной зависимостей осевых сил вплоть до 
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начала процесса разрушения при растяжении (последняя 
точка на экспериментальной кривой осевой силы рис. 8). 

2. Материальные параметры A  и χ  в большей сте-
пени характеризуют вид разрушения образцов отрывом 
и (или) сдвигом. По поверхности разрушения образца 
при растяжении количественно определяется радиус, ха-
рактеризующий область разрушения образца в виде от-
рыва. На основе этого осуществляется итерационный 
процесс определения параметров A  и χ  посредством 
линейной интерполяции (экстраполяции) до полного 
совпадения вида и характера разрушения образца. 

3. По определенным параметрам A  и χ  при разли-
чии начала процесса разрушения при растяжении (по-
следняя точка на экспериментальной кривой осевой 
силы) уточняются параметры Pσ  и n . 

На основе предложенной методики для болтов М8 
с гладкой и резьбовой рабочей частью из стали Ст35 

определены материальные параметры модели разруше-
ния, которые представлены в таблице.  

Материальные параметры связанной модели  
разрушения 

Material parameters of the coupled fracture model 

Болт М8 A  χ  Pσ , МПа n  
С гладкой рабочей частью 0,96 0,97 1275,2 20 
С резьбовой рабочей частью 0,97 0,99 1198 20 

 
На рис. 11 приведены зависимости эксперименталь-

ной (сплошная серая линия) и расчетной (пунктирная ли-
ния) осевой силы от перемещения при растяжении бол-
тов М8 с гладкой (кривая 1) и резьбовой (кривая 2) рабо-
чей частью. На рис. 12 и 13 представлены численные 
результаты развития повреждений ω  и внешний вид раз-
рушения, полученный в эксперименте, для болтов М8 
с гладкой и резьбовой рабочей частью соответственно. 

 

Рис.11. Зависимости экспериментальной (сплошные серые линии) и расчетной (пунктирные линии) осевой силы  
от перемещения при растяжении болтов М8 с гладкой (кривая 1) и резьбовой (кривая 2) рабочей частью 

Fig. 11. Dependences of the experimental (solid gray lines) and calculated (dashed lines) axial force on the displacement  
during tension of M8 bolts with a smooth (curves 1) and threaded (curves 2) working part 

 

Рис. 12. Численные результаты распределения повреждений ω  и внешний вид разрушения,  
полученный в эксперименте, для болта М8 с гладкой рабочей частью 

Fig. 12. Numerical results of damage distribution and destruction obtained in the experiment  
for an M8 bolt with a smooth working part 
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Рис. 13. Численные результаты распределения повреждений ω  и внешний вид разрушения,  
полученный в эксперименте, для болтов М8 с резьбовой рабочей частью 

Fig. 13. Numerical results of damage distribution and destruction obtained in the experiment  
for M8 bolts with a threaded working part 

 
Как видно из представленных численных результа-

тов на рис. 11–13, при использовании двухпараметриче-
ской модели Писаренко – Лебедева процесс зарождения 
и распространения повреждений качественно и количе-
ственно описывает экспериментальные данные. При рас-
тяжении болта М8 с гладкой рабочей частью первона-
чально разрушение реализуется вблизи его оси отрывом, 
а в дальнейшем распространяется к свободной поверхно-
сти и трансформируется в сдвиговое разрушение 
(рис. 12). В итоге полученная поверхность разрушения 
напоминает форму «чашечки», что является широко из-
вестным экспериментальным фактом.  

 
Заключение 

 
Таким образом, представлена новая эксперимен-

тально-расчетная методика идентификации материаль-
ных параметров предложенной связанной модели разру-
шения на основе кинетического уравнения накопления 
повреждений в сочетании с критерием прочности типа 
Писаренко – Лебедева. Определены материальные пара-
метры предложенной связанной модели разрушения для 
стали Ст35. Представлены результаты численного моде-
лирования процесса разрушения болтов М8 с гладкой и 
резьбовой рабочей частью при растяжении. В итоге 

получено количественное и качественное соответствие 
вида и характера разрушения с экспериментальными 
данными. Для описания процессов последовательного 
разрушения отрывом и сдвигом необходимо применение 
связанной модели разрушения на основе критерия проч-
ности Писаренко – Лебедева. Использование экспери-
ментально-расчетного подхода и связанной модели раз-
рушения на основе кинетического уравнения накопления 
повреждений в сочетании с критерием прочности Писа-
ренко – Лебедева позволяет существенно расширить воз-
можности исследований процессов деформирования 
и разрушения материалов. 

Проведено математическое моделирование процесса 
деформирования малогабаритных цилиндрических об-
разцов при растяжении и ударном сжатии, а также бол-
тов М8 с гладкой и резьбовой рабочей частью при растя-
жении до момента разрушения. С помощью разработан-
ных методик, основанных на экспериментально-
расчетном подходе, построены квазистатические и дина-
мические истинные диаграммы деформирования сталей 
10Г2ФБЮ и Ст35 при больших деформациях и неодно-
родном НДС с погрешностью по осевым силам менее 
0,5 %. Показано существенное влияние скоростей дефор-
маций (выше 500 1/с) на построение истинных диаграмм 
деформирования для стали 10Г2ФБЮ. 
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