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 Появление «щелевых состояний» на различных масштабах, представляющих собой интер-
валы волновых чисел с нулевыми значениями частот при построении дисперсионных кривых,
определяет качественные изменения механизма переноса импульса при взаимодействии коллек-
тивных мод в неравновесных «критических» системах. Описание формирования «щелей» или раз-
рывов дисперсионных кривых требует записи дисперсионных соотношений специального вида.
Исследование дисперсионных соотношений с разрывом в пространстве импульсов может способ-
ствовать установлению универсальных вязкоупругих свойств конденсированных сред при опреде-
ленных условиях, когда жидкости демонстрируют сдвиговую упругость, а твёрдые тела проявляют
способность течь. Основное внимание статьи сосредоточено на обнаружении «щелевых состоя-
ний» при анализе дисперсионных соотношений, полученных с использованием вязкоупругих мо-
делей Кельвина – Фойгта, Максвелла, стандартного линейного тела, модели Кельвина – Фойгта с 
дробной производной. Для получения волновых уравнений, соответствующих представленным 
моделям, была проведена модификация уравнения упругой поперечной волны в твёрдых телах
для учёта вязкости и диссипации. С использованием гипотезы плоской волны определён общий
вид дисперсионных уравнений для каждой модели и аналитические (численное) решения для них.
Сформулированы критерии качественного изменения вида дисперсионных уравнений, сопровож-
дающегося появлением разрыва в пространстве импульсов (k-пространстве). При рассмотрении 
классических вязкоупругих моделей построены графики зависимости частоты от волнового числа
при различных значениях времён релаксации и ретардации. Подчёркнута феноменологическая
значимость дробных моделей для описания механического поведения полимерных, композитных
и биологических систем, характеризующихся широким спектром релаксационных механизмов.
Для модели Кельвина – Фойгта с дробной производной построено численное решение при раз-
личных значениях порядка дробной производной. Показано, что дисперсионные уравнения мо-
дели Кельвина – Фойгта с дробной производной и модели стандартного линейного тела при опре-
делённых условиях преобразуются в дисперсионные соотношения моделей Кельвина – Фойгта и 
Максвелла соответственно, что указывает на адекватность полученных соотношений. 
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 The occurrence of gapped momentum states at different scales, characterized by wave-
number intervals with zero frequency values in the dispersion relation, determines qualitative
changes in the momentum transfer mechanism during the interaction of collective modes in non-
equilibrium critical systems. To describe the formation of gaps in dispersion curves one needs
specialized forms of the dispersion relation. The investigation of dispersion relations with the gap
in momentum space can facilitate the establishment of universal viscoelastic properties in con-
densed matter under specific conditions, where fluids exhibit shear elasticity and solids demon-
strate flow behavior. The paper focuses on identification of gapped momentum states in the anal-
ysis of dispersion relations obtained using viscoelastic models, specifically the Kelvin – Voigt, Max-
well, standard linear solid, and fractional derivative Kelvin – Voigt models. To derive wave 
equations corresponding to the presented models, a modification of the wave equation for non-
decayed transverse waves in solids was performed to account for viscosity and dissipation. Using
the plane wave hypothesis, the general form of the dispersion equations was determined for each
model, and analytical (numerical) solutions were obtained. Criteria for a qualitative change in the 
form of the dispersion relations accompanied by the appearance of a gap in momentum space (k-
space) have been formulated. Frequency-wavenumber dispersion curves were constructed for
various relaxation and retardation times, considering classical viscoelastic models. The phenom-
enological significance of fractional models for describing the mechanical behavior of polymeric,
composite, and biological systems with a broad spectrum of relaxation mechanisms is highlighted.
A numerical solution for the fractional derivative Kelvin-Voigt model was obtained for various val-
ues of the fractional derivative order. It is shown that the dispersion equations of the fractional
derivative Kelvin – Voigt model and the standard linear solid model transform into the dispersion 
relations of the Kelvin – Voigt and Maxwell models, respectively, under specific conditions, which
indicate the adequacy of the derived relations. 
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Введение 

 
Определение вида дисперсионных соотношений яв-

ляется актуальной задачей для понимания и прогнозиро-
вания поведения и свойств неравновесных систем. Пре-
образование исходного волнового уравнения в дисперси-
онное соотношение является эффективной процедурой 
получения простой эквивалентной записи волнового 
уравнения. При таком преобразовании сохраняются фун-
даментальные свойства и связь характеристик волны, 
распространяющейся в нелинейной среде [1].   

Анализ дисперсионных соотношений, как правило, 
даёт более ясное представление о поведении и физиче-
ских свойствах систем с помощью таких характеристик, 
как групповая и фазовая скорость, энергетический 
спектр волны. Теория дисперсионных соотношений как 
инструмент исследования волновых процессов применя-
ется в различных областях физики, таких как физика 
твердого тела [2–4], гидродинамика [5–8], электродина-
мика и оптика [9–11], квантовая механика [12; 13]. 
Наиболее простая форма зависимости частоты (энергии) 
от волнового числа (импульса) может быть получена с 
помощью линейных безразрывных дисперсионных соот-
ношений. Дисперсионные соотношения данного класса 
описывают, например, распространение фотонов и 

фононов в кристаллических твердых телах, пренебрегая 
взаимодействием между частицами и дефектами кри-
сталлической структуры. Для описания поведения реаль-
ных систем, как правило, используются нелинейные дис-
персионные соотношения. В теории нелинейных волн 
появление нелинейных дисперсионных соотношений 
обусловлено влиянием таких факторов, как нелиней-
ность свойств среды, диссипация энергии в системе, дис-
персия групповых скоростей [14]. Физическая причина 
появления этих факторов определяется как нелинейным 
характером взаимодействия частиц среды с внешними 
полями, так и особенностями структуры среды (наличие 
дефектов и неоднородностей). 

Особого внимания заслуживают нелинейные дис-
персионные соотношения с разрывом по энергии (the en-
ergy gap) и разрывом в пространстве импульсов (the gap 
in momentum space). Резкое изменение скорости распро-
странения частиц вблизи разрыва свидетельствует о ка-
чественном переходе механизма переноса импульса и 
распределения энергии в системе. Этот факт указывает 
на возможное появление принципиально новых свойств 
и эффектов в системе [3]. 

Феномен энергетической щели встречается в совре-
менных работах в рамках исследования структуры и фи-
зических свойств новых материалов, таких как 
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наноматериалы, биоразлагаемые полимеры [15–18]. Ра-
боты включают исследования, посвященные как созда-
нию математических моделей для объяснения этого яв-
ления, так и экспериментальные исследования, направ-
ленные на обнаружение энергетической щели в 
различных материалах. Понимание физических причин 
появления энергетической щели является важным фак-
тором для управления этим феноменом при разработке 
материалов с уникальными свойствами.  

Ко второму типу относятся дисперсионные соотно-
шения с разрывом в пространстве импульсов [19–27]. 
«Щелевые состояния», обнаруживающиеся в процессе 
построения дисперсионных кривых данного класса, 
представляют собой интервалы волновых чисел с нуле-
выми значениями частот. Формирование «щелей» или 
разрывов дисперсионных соотношений имеет решающее 
значение для объяснения динамики коллективных мод 
различных систем, выделения характерных масштабов 
рассматриваемых процессов. Понимание природы и ме-
ханизмов разрыва в пространстве импульсов позволит 
установить особые динамические и термодинамические 
свойства различных неравновесных систем [28].  

В жидкостях эти механизмы связаны с коллектив-
ными сдвиговыми модами (возбуждениями) [19; 29–33]. 
Как известно, движение частиц в жидкости реализуется 
по двум сценариям: колебания в квазиравновесных поло-
жениях и диффузные скачки в соседние положения. Экс-
периментально установлено, что динамика колебаний 
частиц в жидкости при распространении продольных 
волн качественно идентична динамике, наблюдаемой в 
твёрдых телах [34]. Динамика поперечных (сдвиговых) 
колебаний жидкости проявляется в течение ограничен-
ного времени и на ограниченных масштабах [30]. Отсут-
ствие сдвиговой упругости на больших масштабах при-
водит к преобладанию механизма сдвиговой диффузии 
над механизмом распространения сдвиговых волн. В ре-
жиме сдвиговой диффузии происходит постепенное пе-
рераспределение частиц в жидкости, что препятствует 
существованию и устойчивому распространению попе-
речных волн. Однако на малых пространственных и вре-
менных масштабах жидкости демонстрируют сдвиговую 
упругость, характерную для твёрдых тел [35]. 

Для описания сдвиговой упругости в жидкостях 
уравнения классической гидродинамики необходимо мо-
дифицировать с использованием вязкоупругих моделей. 
В работах [19; 36] на основе моделей вязкоупругости 
Максвелла и Кельвина – Фойгта были получены волно-
вые уравнения, характеризующие динамику сдвиговых 
мод в жидкостях. Анализ дисперсионных соотношений 
при использовании представленных моделей выявил раз-
рыв в пространстве импульсов. 

Актуальной задачей является применение других 
вязкоупругих моделей для исследования «щелевых со-
стояний». Основная проблема существующих исследо-
ваний [37–39] посвященных выводу дисперсионных со-
отношений на основе этих моделей, заключается в отсут-
ствии исчерпывающего анализа полученных уравнений 

в контексте обнаружения разрыва в пространстве им-
пульсов.  

Настоящая работа сфокусирована на выводе и ана-
лизе дисперсионных соотношений, полученных с ис-
пользованием вязкоупругих моделей Кельвина – Фойгта, 
Максвелла, стандартного линейного тела, модели Кель-
вина – Фойгта с дробной производной. Исследование 
разрыва в пространстве импульсов с учетом сдвиговой 
упругости в жидкостях позволит установить универсаль-
ные вязкоупругие свойства конденсированных сред. По-
скольку интересующие эффекты, связанные с качествен-
ной сменой механизма переноса импульса, в жидкостях 
наблюдаются при взаимодействии сдвиговых мод, то в 
работе были рассмотрены уравнения только для попе-
речных (сдвиговых) волн.  Алгоритм получения диспер-
сионных соотношений был основан на применении урав-
нения упругой поперечной волны в твёрдых телах и его 
модификаций для учета вязкости и диссипации. Таким 
образом, для каждой модели получены аналитические 
выражения дисперсионных уравнений и решения для 
них. Сформулированы критерии качественного измене-
ния вида дисперсионных уравнений для обнаружения 
«щелевых состояний».  

 
1. Модель Кельвина – Фойгта 

 
Рассмотрим особенности дисперсионных соотноше-

ний на примере моделей Максвелла и Кельвина – 
Фойгта, определяющих характерные случаи вязкоупру-
гого поведения. Определяющее соотношение модели 
Кельвина – Фойгта имеет вид (рис. 1): 

 ,dG
dtσ
ε σ = ε + τ 

 
  (1.1) 

где σ  – сдвиговое напряжение, ε  – величина сдвига, 

Gσ
ητ =  – время ретардации,  ,G η  – модуль сдвига и ко-

эффициент вязкости соответствующих элементов. 

 

Рис. 1. Схема модели Кельвина – Фойгта 

Fig. 1. Schematic representation of the Kelvin – Voigt model 

 
Вывод дисперсионных соотношений связан с под-

становкой оператора (1.1) в уравнение распространения 
упругих поперечных волн в твёрдых телах: 

 
2 2

2 2
v vG

x t
∂ ∂= ρ
∂ ∂

,  (1.2) 
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где v ‒ смещение частиц среды в плоскости, перпендику-
лярной направлению распространения волны (оси x). 
Модификация выражения (1.2) предполагает замену ли-
нейной зависимости Gσ = ε  на зависимость  

 ,Mσ = ε   (1.3) 

 1 ,dM G
dtσ

 = + τ 
 

  (1.4) 

которая приводит к уравнению 

 
2 3 2

2 2 2 .v v vG G
x x t tσ

∂ ∂ ∂+ τ = ρ
∂ ∂ ∂ ∂

  (1.5) 

Представление решения 0 exp( ( ))v v i kx t= − ω  в виде 
плоской волны позволяет перейти от волнового уравне-
ния (1.5) к дисперсионному соотношению вида: 

 2 2 2 2 2 0,c k i c kσω + τ ω − =   (1.6) 

где /c G= ρ  – скорость распространения упругой по-
перечной волны. Появление дисперсии в среде приводит 
к частотной (длинноволновой) зависимости скорости 
распространения волны c, что отражается на различии в 
значениях фазовой и групповой скорости (скорости вол-
нового пакета) волны. Выражение (1.6) представляет со-
бой квадратное уравнение относительно частоты ω . Ре-
шение этого уравнения имеет вид: 

 
2 2 2 2 2

1 .
2 4
c k c k

i c kσ στ τ
ω = − ± −   (1.7) 

Из (1.7) можно определить критическое значение 
волнового числа gk , при котором образуется «щель» в k-
пространстве: 

 2 .gk
c σ

=
τ

  (1.8) 

 

Рис. 2. График зависимости частоты от волнового числа  
при различных значениях времен ретардации для модели  

Кельвина – Фойгта 

Fig. 2. Frequency-wavenumber dispersion curves for the Kelvin – 
Voigt model at various retardation times 

На рис. 2 представлены решения (1.7) при парамет-
рах 62 10G = ⋅  Па, ρ  = 1000 кг/м3 и различных значениях 
времен ретардации. Малые времена ретардации свиде-
тельствуют о преобладании механизмов упругости над 
механизмами вязкости. Поэтому при малых временах ре-
тардации отклонение графиков от прямой, характеризу-
ющей линейную зависимость частоты от волнового 
числа в идеально-упругих телах, происходит значи-
тельно позже. 

 
2. Модель Максвелла 

 
В отличие от модели Кельвина – Фойгта, в структур-

ной схеме модели Максвелла упругий и вязкий элемент 
расположены последовательно (рис. 3). Определяющее 
соотношение модели имеет вид: 

 ,d dG
dt dtε ε
σ εσ + τ = τ   (2.1) 

где σ  – сдвиговое напряжение, ε  – величина сдвига, 

Gε
ητ =  – время релаксации,  ,G η  – модуль сдвига и ко-

эффициент вязкости соответствующих элементов. 

 

Рис. 3. Схема модели Максвелла 

Fig. 3. Schematic representation of the Maxwell model 

 
Для получения дисперсионного соотношения и его 

дальнейшего анализа для модели Максвелла выполним 
действия, аналогичные преобразованиям для модели 
Кельвина – Фойгта. За основу принимается волновое 
уравнение распространения упругих поперечных волн в 
твёрдых телах (1.2). Для получения прямой зависимости 
(1.3) из уравнения (2.1) вводится вспомогательный опе-

ратор 1 dB
dtε= + τ , откуда 1d B

dt ε

−=
τ

 и выражение (2.1) 

принимает вид: 

 ( )1 ,B G Bσ = − ε   (2.2) 

откуда 

 ( )11 .M G B−= −   (2.3) 

Выполним подстановку выражения (2.3) в уравнение 
(1.2), заменив модуль сдвига G на оператор M: 

 ( )
2 2

1
2 21 v vG B

x t
− ∂ ∂− = ρ

∂ ∂
.  (2.4) 

Умножая обе части уравнения на оператор B,  
получим: 
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 ( )
2 2

2 21 v vG B B
x t

∂ ∂− = ρ
∂ ∂

,  (2.5) 

 
2 2

2 21v vG
t tx tε ε

∂ ∂ ∂ ∂ τ = ρ + τ ∂ ∂∂ ∂ 
,  (2.6) 

 
2 2 3

2
2 2 3
v v vc

t x t tε ε
∂ ∂ ∂ ∂τ = + τ
∂ ∂ ∂ ∂

,  (2.7) 

 
2 2

2
2 2 .v v vc

tx tε ε
∂ ∂ ∂τ = + τ

∂∂ ∂
  (2.8) 

Принимая гипотезу плоской волны, определим вид 
волновой функции из уравнения (2.8) как 

0 exp( ( ))v v i kx t= − ω  и получим дисперсионное соотно-
шение вида [19]: 

 2 2 2 0.i c k
ε

ω + ω− =
τ

  (2.9) 

Решение уравнения (2.9) имеет вид: 

 2 2
2

1 .
2 4

i c k
ε ε

ω = − ± −
τ τ

  (2.10) 

Действительные значения частоты принимают нену-
левые значения только при волновых числах, больших 
критического значения gk : 

 1 .
2gk
c ε

=
τ

  (2.11) 

Диапазон волновых чисел от 0 до gk  характеризует 
разрыв в пространстве импульсов. 

На рис. 4 проиллюстрированы решения (2.10) при 
параметрах 62 10G = ⋅  Па, ρ = 1000 кг/м3 и различных 
значениях времен релаксации. Ширина «щели» по оси k 
растёт по мере уменьшения времени релаксации. 

 

Рис. 4. График зависимости частоты от волнового числа  
при различных значениях времен релаксации для модели  

Максвелла 

Fig. 4. Frequency-wavenumber dispersion curves for the  
Maxwell model at various relaxation times 

3. Модель стандартного линейного тела 
 
Для модели стандартного линейного тела определя-

ющее соотношение имеет вид: 

 0 ,d dG
dt dtε σ
σ ε σ + τ = ε + τ 

 
  (3.1) 

где σ  – сдвиговое напряжение, ε  – величина сдвига, 

1Gε
ητ =  – время релаксации, 

( )1 0

1 0

G G
G Gσ

+
τ = η  – время ре-

тардации, 1 0,G G  – модули сдвига упругих элементов, η  – 
коэффициент вязкости соответствующего элемента. 
Схема для модели стандартного линейного тела приве-
дена на рис. 5. 

 

Рис. 5. Схема модели стандартного линейного тела 

Fig. 5. Schematic representation of the standard linear  
solid model 

 

Введем вспомогательный оператор 1 dB
dtε= + τ , от-

куда 1d B
dt ε

−=
τ

. Выражение (3.1) в таком случае примет 

вид: 

 ( )0 1 1 ,B G Bσ

ε

 τ
σ = + − ε τ 

  (3.2) 

откуда 

 
( )0 1 1

.
G B

M
B

σ

ε

 τ
+ − τ =   (3.3) 

Выполним подстановку выражения (3.3) в волновое 
уравнение (1.2): 

 ( )
2 2

0 2 21 1 v vG B B
x t

σ

ε

 τ ∂ ∂+ − = ρ τ ∂ ∂ 
,  (3.4) 

 
2 2

0 2 21 1v vG
t tx tσ ε

∂ ∂ ∂ ∂   + τ = ρ + τ   ∂ ∂∂ ∂   
,  (3.5) 

 
2 3 2 3

0 02 2 2 3 .v v v vG G
x x t t tσ ε

∂ ∂ ∂ ∂+ τ = ρ + ρ τ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  (3.6) 

Получили достаточно сложный вид волнового урав-
нения (3.6). Принимая гипотезу плоской волны, перей-
дём к дисперсионному соотношению вида: 

τϵ = 10–2 
τϵ = 5·10–3 
τϵ = 3·10–3 
τϵ = 2·10–3 
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( )4 2 3

2
2 2

0
,

1
i

k
G

σ ε σ ε

σ

τ τ ω +ω + ω τ −τρ=
τ ω +

  (3.7) 

 
( )( )

( )
2

2 2
0

1
.

1

i
k

G
σ ε σ ε

σ

ρ τ τ ω + + ω τ − τ
= ±ω

τ ω +
  (3.8) 

Заметим, что при σ ετ = τ , что можно допустить при 

1 0G G<<  и 0Gη << , дисперсионное соотношение (3.8) 
преобразуется к виду: 

 
0

,k
G
ρ= ω   (3.9) 

что в точности соответствует дисперсионному соотно-
шению в идеально-упругих твердых телах [4]. 

Из дисперсионного соотношения (3.8) можно опре-
делить зависимость частоты и волнового числа, соответ-
ствующей структурно-механической модели Макс-
велла (рис. 2.1). Для этого примем значение мо-
дуля сдвига G0 равным нулю. Предел выражения 

( )2

2 2
0

11
1

i
G

σ ε σ ε

σ

τ τ ω + + ω τ −τ
τ ω +

 из (3.8) при условии 0 0G →  

даст 
1

i
G

ε

ε

τ ω+
τ ω

. В результате дисперсионное соотношение 

(3.7) принимает вид: 

 2 2 2 0,i c k
ε

ω + ω − =
τ

  (3.10) 

что в точности совпадает с уравнением (2.9). 
Для вычисления аналитического решения уравне-

ния (3.7) выполним преобразование этого уравнения: 

 
2 2

3 2 0 0 0.k G k G ii σ

ε ε ε

τ
ω + ω − ω − =

τ ρ τ ρ τ
  (3.11) 

Полученное кубическое уравнение (3.11) содержит 
мнимые коэффициенты. Приведём его к другому виду 
с помощью замены i zω = : 

 
2 2

3 2 0 01 0.k G k G
z z zσ

ε ε ε

τ
+ + + =

τ ρ τ ρ τ
  (3.12) 

Для решения кубического уравнения (3.12) с дей-
ствительными коэффициентами воспользуемся тригоно-
метрическими формулами Виета. Использование этих 
формул позволяет получить аналитическое решение с 
помощью тригонометрических функций в компактном 
виде. Для нахождения решения (3.12) выпишем действи-

тельные коэффициенты 
2 2

0 01 , ,k G k G
a b cσ

ε ε ε

τ
= = =

τ ρ τ ρ τ
, 

затем вычислим значения параметров: 

( )

( )( )

2
0

2

23
0

3

2 2 2 4 3 2 2 2
0 0 03

3 4

2

2

3 ,
9

2 9 32 9 27 ,
54 54

4 4 18 27
.

9

0

3

1 8

a bQ
G k

G ka ab cR

G k G k G k
S Q R

σ ε

ε

ε ε σ

ε

σ ε σ σ ε ε

ε

ρ − τ τ
ρ τ

ρ + τ τ − τ− += =
ρ τ

− ρ − τ τ + ρ τ + τ τ −
=

− =

τ
−

ρ τ

=

=

 (3.13) 

Вид решения для z зависит от знаков параметров Q и S: 
• при 0S>   получим три действительных корня 

( )1

2,3

3

2 cos ,
3
22 cos ,
3 3

1 arccos ,
3

az Q

az Q

R

Q




= − ϕ −

 π = − ϕ ± −  

 
  
  ϕ =
  

 

  

• при 0S <  и 0Q >  уравнение имеет два ком-
плексных и один действительный корень 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

2,3

3

2sgn cosh ,
3

sgn cosh 3 sinh ,
3

1 Arccosh ,
3

az R Q

az R Q i Q

R

Q




= − ϕ −

 = ϕ − ± ϕ


 
 ϕ =
   

  

• при 0S <  и 0Q <  решение аналогичное 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

2,3

3

2sgn sinh ,
3

sgn sinh 3 cosh ,
3

1 Arcsinh ,
3

az R Q

az R Q i Q

R

Q



 = − ϕ −


 = ϕ − ± ϕ

    ϕ =     

  

• при 0S <  и 0Q =  корни выглядят следующим 
образом 

( )( )

3
3

1

1
2,3 1 1

,
27 3

3 4 ,
2 2

a az с

a z iz a z a z b


 = − − −

 +

= − ± − + −


  

• при 0S =  получим два действительных корня, 
один из которых является корнем кратности 2  

3
1

3
2,3

2 ,
3

.
3

az R

az R

 = − −

 = −
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Возвращаясь обратно к решению уравнения (3.11) с не-
известной i zω = , заметим, что для получения действи-
тельных частот необходимо рассматривать мнимые корни 
относительно переменной z. В результате получим: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1 3

2 3

3
3

3

4

13 sinh , Arccosh , 0 0 ,
3

13 cosh , Arcsinh , 0 0 ,
3

1 3 4 , , 0 0 ,
2 27 3

0, 0.

R
Q S Q

Q

R
Q S Q

Q

a aa p a p b p c S Q

S

  
  ω = ± ϕ ϕ = < ∩ >

   
  
  ω = ± ϕ ϕ = < ∩ <     

ω = ± − + − = − − − < ∩ =


ω = ≥

  

Подставляя готовые выражения вместо коэффициен-
тов a, b, c, выпишем решения в окончательном виде: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 3

2 3

2
3

3

4

13 sinh , Arccosh , 0 0 ,
3

13 cosh , Arcsinh , 0 0 ,
3

3 14 2 , 0 0 ,
2

0, 0.

R
Q S Q

Q

R
Q S Q

Q

Q R Q S Q

S

ε

  
  ω = ± ϕ ϕ = < ∩ >

   
  
  ω = ± ϕ ϕ = < ∩ <     



  ω = ± − − < ∩ =  τ 


ω = ≥

(3.14) 

На рис. 6 представлены решения 1 2 3 4, , ,ω ω ω ω  из 
(3.14) при параметрах 6

0 2 1 0G = ⋅  Па, ρ = 1000 кг/м3, 
35 1 0 −

στ = ⋅  c, 410−
ετ =  с. Общее решение уравнения 

(3.11) представляет собой кусочно-заданную непрерыв-
ную функцию, состоящую из отдельных решений 

1 2 3 4, , ,ω ω ω ω  в (3.14). Из рис. 6 можно сделать несколько 
выводов. 

Во-первых, последовательный переход от решения 
1ω  к решениям 2ω  и 3ω   определяется условием 0Q ≤  

или 2
03 0G k σ ερ − τ τ ≤ . Очевидно, что при увеличении k 

значение параметра Q уменьшается и увеличивается ве-
роятность этого перехода. 

Во-вторых, появления решения 4ω  зависит от усло-

вия 0S≥  или 

( )2 2 4 3 2 2 2
0 04 4 18 27 0.G k G kσ ε σ σ ε ε− ρ − τ τ + ρ τ + τ τ − τ ≥  (3.15) 

Решение 4ω  также определяет существование обла-
сти с нулевыми значениями частоты (разрыв в k-
пространстве). Условие (3.15) является критерием появ-
ления разрыва. 

На рис. 7 и 8 представлены графики зависимости ча-
стоты от волнового числа при изменении времен релак-
сации ετ  и ретардации στ . Анализ графиков показы-
вает, что по мере сближения значений времен ετ  и στ   
( ε στ < τ ) область нулевых значений частот (размер 
«щели») сначала уменьшается, а затем и вовсе исчезает 
(первый график на рис. 7, четвертый график на рис. 8).  

 

 

Рис. 6. Вид кусочно-заданной функции, состоящей  
из решений 1 2 3 4, , ,ω ω ω ω  в (3.14) 

Fig. 6. Form of the piecewise function composed of 
1 2 3 4, , ,ω ω ω ω  solutions as defined in (3.14) 

 

Рис. 7. График зависимости частоты от волнового числа  
при различных значениях времен релаксации для модели 

стандартного линейного тела 

Fig. 7. Frequency-wavenumber dispersion curves for the standard 
linear solid model at various relaxation times 

 

 

Рис. 8. График зависимости частоты от волнового числа при 
различных значениях времен ретардации для модели стан-

дартного линейного тела 

Fig. 8. Frequency-wavenumber dispersion curves for the standard 
linear solid model at various retardation times 
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4. Дробные реологические модели 
 
Дробные модели основаны на существенно новом 

представлении релаксационных функций (ядер релакса-
ции), имеющих отношение к качественным изменениям 
реакции среды (жидкостей и твердых тел), термодинами-
ческих свойств, например, вида свободной энергии. При 
этом описание релаксационных свойств с использова-
нием дробных моделей обусловлено нелинейной дина-
микой внутренних мезоскопических (структурных) пе-
ременных, «подчиняющих» релаксационные свойства 
макроскопических переменных (напряжения, деформа-
ции). «Дробная» феноменология на основе релаксацион-
ных моделей (моделей Максвелла, Фойгта) позволяет в 
ряде случаев успешно описать механическое поведение 
полимерных, композитных, биологических систем, об-
наруживающих широкий спектр релаксационных меха-
низмов в условиях «структурной перестройки» системы. 
При этом моделирование релаксационных механизмов 
достигается с относительно небольшим количеством па-
раметров, характеризующих дробную пространственно-
временную кинетику и связанных с фундаментальными 
пространственными и временными масштабами, харак-
теризующими эволюцию мезоскопических систем в 
условиях структурно-скейлинговых переходов [40]. Дан-
ные масштабы являются параметрами автомодельных 
решений, описывающими пространственно-временную 
динамику коллективных мод структурных мезоскопиче-
ских переменных.   Пространственные и временные мас-
штабы определяют «дробный порядок» соответствую-
щих производных в моделях вязкоупругого поведения 
сред. С учетом качественных изменений типов автомо-
дельных решений эволюционных уравнений для мезо-
скопических переменных изменение «дробного порядка» 
в релаксационных уравнениях может иметь функциональ-
ный вид. Термодинамически это связано, как правило, с 
качественными изменениями неравновесных потенциа-
лов (свободной энергии) и необходимостью введения «эф-
фективных температур», определяющих изменение теку-
щей «восприимчивости» системы в условиях внешних 
воздействий и обнаруживающих специфическое свойство 
«памяти» при релаксационной реакции твердых тел, жид-
костей, а также эффектов теплопроводности.  

Дробные вязкоупругие модели используют функцию 
памяти K(s) вида  

 ( )0
0( ) , 0,1 , 0.k

K s k
sα= α ∈ >   (4.1) 

Эксперименты по пластическому деформированию, 
ползучести для широкого класса материалов с затухаю-
щей памятью демонстрируют применимость техники 
дробных производных для описания изменения спектра 
времен релаксации при условиях нагружения, близких к 
квазистатическим [41].  

Интерес представляет понимание природы степен-
ного закона в механизмах релаксации, который наблюда-
ется для широкого класса нелинейных систем, в том 

числе при пластическом течении в сплавах, когда прояв-
ляются многомасштабные коллективные эффекты лока-
лизации пластической деформации с выраженными мак-
роскопическими признаками резкого изменения времен 
релаксации – флуктуациями напряжения пластического 
течения (эффект Портевена – Ле Шателье). Коллектив-
ное поведение областей локализованного сдвига харак-
теризуется степенными распределениями флуктуаций 
напряжения пластического течения [42]. 

Появление многомасштабных коллективных мод со-
провождается качественным изменением механизмов 
переноса импульса и диссипации, характерными для 
неравновесных «критических» систем. Степенные пока-
затели при этом аналогичны показателям скейлинга в 
классической теории фазовых переходов. При характер-
ных временах воздействия, близких к временам струк-
турной релаксации (временам Френкеля), обнаружива-
ются «щелевые состояния – Gapped Momentum States», 
реализуемые на множестве волновых чисел (спектре 
масштабов). В зависимости от природы релаксационных 
механизмов (времена релаксации напряжений в модели 
Максвелла, времена ретардации деформаций в модели 
Кельвина или стандартного твердого тела) «щелевые со-
стояния» определяют качественные изменения меха-
низма переноса импульса, например, коллективные 
моды локализованного сдвига при пластическом тече-
нии, формирование вихрей в жидкости, зарождение и 
распространение коллективных ориентационных мод в 
полимерах, известные как эффект образования «шеек».  

Взаимодействие множественных коллективных мод, 
локализованных на спектре «щелевых» масштабов, на 
макроскопических масштабах, например, на масштабе 
образца, приводит к резкому уменьшению времен релак-
сации (ретардации), что проявляется в выраженной сте-
пенной зависимости последних от параметров нагруже-
ния. Появление спектра «щелевых масштабов», соответ-
ствующего им спектра «временных масштабов 
Френкеля» и коллективных мод «структурных перемен-
ных» приводит к резкому изменению топологии фазо-
вого пространства, реализуемого в ходе множественного 
«распада» метастабильных состояний [43]. Спектр «ще-
левых масштабов» определяет пространственные (мас-
штабы локализации коллективных мод) и их временные 
масштабы (масштабы Френкеля), на которых развива-
ется релаксационная кинетика макроскопической си-
стемы. Взаимодействие между мезоскопическими мас-
штабами на характерных макроскопических (простран-
ственных и временных) масштабах может быть описана 
с использованием техники дробных производных. Клю-
чевая роль пространственно-временных масштабов, 
определяющих динамику коллективных мод структур-
ных (мезоскопических) переменных проявляется в огра-
ниченности применения степенных законов изменения 
времен релаксации, определяющих физически нереаль-
ные значения модулей упругости в начальный момент 
времени. Устранение этого несоответствия достигается 
феноменологически введением временного масштаба tc, 
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начиная с которого проявляются степенные закономер-
ности в изменении времен релаксации. В [43] показано, 
что типичное значение этого временного масштаба tc со-
ответствует временам Френкеля tc ⁓ tF ⁓ 10-5 с. Широкое 
распространение степенные реологические модели полу-
чили при описании свойств клеток с помощью введения 
двух параметров – жесткости (модуля) системы и пока-
зателя степени, определяющего меру близости к твердо-
тельному или жидкоподобному состоянию. Важным ас-
пектом является также то, что степенная модель была 
разработана не только на основе дробного исчисления, 
но и в рамках мезоскопической теории полимерных и 
биологических систем. Теория предполагает, что вырож-
дение масштабов является естественным следствием ме-
тастабильности внутренней структуры материала, кото-
рая состоит из множества структурных элементов и со-
ответствующих им энергетических минимумов, 
переходы между которыми определяются внешним воз-
действием и «эффективными температурами», измене-
ния которых характеризуют переходы по множествен-
ному метастабильному потенциалу. Показатель степени 
при этом связан с эффективной температурой материала, 
которая задаёт динамику системы и устанавливает веро-
ятность перехода элементов между энергетическими ми-
нимумами.  

 
5. Дисперсионные свойства среды Кельвина – 
Фойгта с дробной производной 

 
Структурная схема модели Кельвина – Фойгта с 

дробной производной состоит из упругого и вязкоупру-
гого элемента, параллельно расположенных друг относи-
тельно друга (рис. 9). Определяющее соотношение мо-
дели имеет вид: 

 0 ,dG
dt

γ
γ
σ γ

 εσ = ε+ τ 
 

  (5.1) 

где σ  – сдвиговое напряжение, ε  – величина сдвига, 

Gσ
ητ =  – время ретардации, 0G – мгновенный модуль 

сдвига. Выражение d
dt

γ

γ  в (5.1) представляет собой 

дробную производную Римана – Лиувилля 

 
( )( )0 Г 1

td f d f d
dtdt t

γ

γ γ
(τ)= τ,

− γ − τ   (5.2) 

где γ  – порядок дробной производной ( 0 < γ < 1 ), 

( )Г 1 − γ  – гамма-функция. При 0γ =  вязкоупругий эле-
мент в схеме становится идеально-упругим элементом, 
при 1γ =  данный элемент принимает вид идеально-вяз-
кого элемента.  
 

 
Рис. 9. Схема модели Кельвина – Фойгта  

с дробной производной 

Fig. 9. Schematic representation of the fractional  
derivative Kelvin – Voigt model 

 
Связь напряжений и деформаций в модели Кель-

вина – Фойгта с дробной производной определяется с по-
мощью оператора  

 0 1 .dM G
dt

γ
γ
σ γ

 
= +τ 

 
  (5.3) 

При подстановке выражения (5.3) в волновое уравне-
ние (1.2) получим: 

 
2 2 2

0 02 2 2 .v d v vG G
x dt x t

γ
γ
σ γ

∂ ∂ ∂+ τ = ρ
∂ ∂ ∂

  (5.4) 

Использование гипотезы плоской волны позволяет 
перейти к дисперсионному соотношению вида: 

 2 2 2
0 0 .

i t
i t d eG k G k e

dt

γ − ω
γ ω
σ γ− − τ = −ρ ω   (5.5) 

Для вычисления дробной производной функции 
i te− ω  воспользуемся формулой (5.2) и следствием из этой 

формулы [44] 

 
( ) ( )0

1 (0) ' .
Г 1

td f f f d
dt t t

γ

γ γ γ

 (τ)
 = + τ

− γ  − τ 
   (5.6) 

Обозначим 
( )0

)
t iet d

t

− ωτ

γψ( = τ
− τ , тогда 

( ) ( )
1 ( ) 1 1 ( ) ,

Г 1 Г 1
( ) 1( ) ,

d t i t
dt t

d t i t
dt t

γ

γ

ψ  = − ωψ − γ − γ  
ψ + ωψ =

  

 
1

1
( ) Г(1 )) ,

i t
i t e i i tt c e

− ω +γ γ
− ω −ω − γ, − ωψ( = −

ω
  (5.7) 

где Г(1 )i t− γ, − ω  – неполная гамма-функция. Учитывая, 
что 0) 0ψ( = , получим 

 ( )
1 ( )) Г(1 ) Г(1 , ) .

i te it i t
− ω +γ γ−ωψ( = − γ − − γ − ω

ω
  (5.8) 
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Выражение (5.8) представляет собой итоговое реше-
ние для функции )tψ( . При помощи этого решения вы-

числим дробную производную функции i te− ω : 

1 Г( )) ( ) 1 .
Г(1 ) ( )

i t
i td e d i tt e i

dt Гdt

γ − ω
− ω γ

γ

   −γ, − ω= ψ( = − ω −   − γ −γ   
  

В результате дисперсионное уравнение (5.5) прини-
мает вид: 

  2 2 2
0 0

Г( )( ) 1 .
Г( )

i tG k G k iγ γ
σ

 −γ, − ω− − τ − ω − = −ρ ω −γ 
  (5.9) 

На рис. 10 построено численное решение дисперси-
онного уравнения (5.9) при различных значениях по-
рядка дробной производной и параметрах 6

0 2 1 0G = ⋅  

Па, ρ = 1000 кг/м3, 35 1 0 −
στ = ⋅ c, 35 10t −= ⋅ с. При значе-

ниях параметра γ , близких к нулю, дисперсионное соот-
ношение (5.5) сводится к уравнению, характерному для 
идеально-упругих твердых тел. При дальнейшем увели-
чении порядка дробной производной преобладают вяз-
кие свойства среды. Наконец, при значениях параметра 
γ , близких к единице, модель преобразуется в классиче-
скую модель Кельвина – Фойгта. Это означает, что при 
данном условии результаты численного решения (чёр-
ный график на рис. 10) практически совпадают с резуль-
татами на рис. 2. 

 

Рис. 10. График зависимости частоты от волнового числа  
при различных значениях порядка дробной производной  
для модели Кельвина – Фойгта с дробной производной 

Fig. 10. Frequency-wavenumber dispersion curves for the  
fractional derivative Kelvin –Voigt model at various values  

of the fractional derivative order 

Заключение 
 
Настоящая работа посвящена выводу и анализу дис-

персионных соотношений с использованием вязкоупру-
гих моделей с целью исследования «щелевых состоя-
ний». Дисперсионные соотношения были получены в ре-
зультате модификации уравнения упругой поперечной 
волны в твёрдых телах. Конечный вид модифицирован-
ных волновых уравнений определялся структурой вы-
бранных вязкоупругих моделей. Переход между 

волновыми уравнениями и дисперсионными соотноше-
ниями осуществлялся с помощью гипотезы плоской 
волны в одномерном случае. В качестве вязкоупругих 
моделей были рассмотрены модели Кельвина – Фойгта, 
Максвелла, стандартного линейного тела, модель Кель-
вина – Фойгта с дробной производной. Сделаны выводы 
и сформулированы критерии качественного изменения 
вида дисперсионных уравнений для обнаружения раз-
рыва в пространстве импульсов. 

Несмотря на простоту и схожесть схем моделей Кель-
вина – Фойгта и Максвелла, эти модели описывают каче-
ственно различное вязкоупругое поведение среды. Как из-
вестно, при малых скоростях деформаций модель Кель-
вина – Фойгта описывает поведение материала, характерное 
для твердых тел, в то время как модель Максвелла при тех же 
условиях демонстрирует поведение вязкой жидкости [36]. 
Поэтому модель Кельвина – Фойгта хорошо предсказывает 
распространение звуковой волны с диффузионным затуха-
нием, когда чисто упругий механизм при увеличении скоро-
сти деформаций постепенно сменяется вязким.  

Как и в модели Кельвина – Фойгта, дисперсионное 
соотношение модели Максвелла содержит разрыв в про-
странстве импульсов, что подтверждается многочислен-
ными исследованиями [19; 23; 29]. Наличие разрыва в 
дисперсионных кривых позволяет модели Максвелла 
описать динамику сдвиговых мод в жидкостях, когда 
сдвиговая упругость жидкости проявляется на ограни-
ченных масштабах системы [19; 31]. Критическое значе-
ние волнового числа gk , определяющее длину разрыва в 
пространстве импульсов, имеет обратную зависимость 
от двух параметров модели: скорости распространения 
упругой волны c и времени релаксации системы ετ . 

Конечный вид дисперсионного соотношения, полу-
ченного из модели стандартного линейного тела, пред-
ставляет собой кубическое уравнение относительно ча-
стоты и совпадает с уравнением из статьи [38]. Аналити-
ческое решение этого уравнения было получено с 
помощью тригонометрических формул Виета. При обну-
лении модуля сдвига одного из упругих элементов дис-
персионное соотношение модели преобразуется в дис-
персионное уравнение модели Максвелла, что подтвер-
ждает адекватность полученного решения. Построенные 
дисперсионные кривые модели демонстрируют конеч-
ный разрыв в пространстве импульсов при определён-
ных условиях. Для описания этих условий сформулиро-
ван критерий, включающий параметры модели и обнару-
живающий «щелевые состояния» в системе. 

Дисперсионное соотношение модели Кельвина – 
Фойгта с дробной производной, как и дисперсионное урав-
нение классической модели Кельвина – Фойгта, содержит 
разрыв в пространстве импульсов. В случае, когда параметр 
дробной производной стремится к единице, что соответ-
ствует преобразованию вязкоупругого элемента в вязкий 
элемент, результаты модели сводятся к результатам класси-
ческой модели Кельвина – Фойгта. При стремлении пара-
метра дробной производной к нулю схема модели состоит 
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из двух упругих элементов, поэтому дисперсионные кри-
вые представляют собой линейные функции.  

Необходимость исследования «щелевых состояний» 
при анализе дисперсионных соотношений обусловлена 
появлением качественного нового механизма переноса 

импульса и особых динамических и термодинамических 
свойств в системе. Это позволит установить спектр раз-
личных мод и описать поведение жидкостей, биологиче-
ских объектов, пластически деформируемых материалов 
при распространении сдвиговых волн. 
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