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 Рассматривается задача о плоской деформации упругой изотропной клиновидной области, 
ослабленной внутренним дефектом в виде трещины. Границы исследуемой области подкрепле-
ны тонким гибким покрытием. Граничные условия, определяющие влияние покрытия, моделиру-
ются специальными соотношениями, полученными на основе асимптотического анализа реше-
ния задачи для полосы. Адекватность математической модели покрытия проверена серией чис-
ленных экспериментов в предшествующих исследованиях авторов. Решение задачи проведено 
методом интегральных преобразований. Преобразование Меллина позволило свести задачу к 
системе обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка. Построено его общее 
решение. Для определения неизвестных коэффициентов в найденном общем решении получена
система линейных алгебраических уравнений. Условие сопряжения на линии расположения 
трещины позволило получить сингулярное интегральное уравнение с ядром Коши, характерное 
для задач об исследовании концентрации напряжений на концах трещины в плоской постановке. 
Выполнено его численное решение, обеспечивающее возможность расчета значений коэффи-
циентов интенсивности нормальных напряжений на концах трещины. Введено понятие индика-
тора сдерживающего воздействия покрытия, изучено его поведение для покрытий с различными
параметрами, исследовано влияние физических и механических характеристик покрытия: его 
толщины и жесткости, а также размера трещины, ее расположения относительно угловой точки 
области, угла раскрытия клиновидной области на раскрытие трещины. Оценка влияния покрытий 
на напряжённо-деформированное состояние сечений изделий, ослабленных зонами концентра-
ции напряжений, способствует разработке новых конструктивных подходов к структурной со-
ставляющей изделий, позволяющих усилить прочность и износостойкость деталей машин и эле-
ментов строительных конструкций. 
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 The problem of plane deformation of an elastic isotropic wedge-shaped region weakened by 
an internal defect in the form of a crack is considered. The boundaries of the investigated region 
are supported by a thin flexible coating. The boundary conditions determining the influence of the 
coating are modeled by special relations based on the asymptotic analysis of the problem solu-
tion for the strip. The adequacy of the mathematical model of the coating is verified by a series of
numerical experiments in the authors' previous studies. The problem solution was carried out by 
the method of integral transformations. The Mellin transformation allowed reducing the problem 
to a system of ordinary differential equations of the second order. Its general solution is con-
structed. To determine the unknown coefficients in the found general solution, a system of linear
algebraic equations is obtained. The conjugation condition on the crack location line allowed us 
to obtain a singular integral equation with a Cauchy kernel, which is characteristic of the problems of
stress concentration at the crack ends in the plane formulation. Its numerical solution was carried 
out, providing the possibility of calculating the values of the normal stress intensity factors at the 
crack ends. The concept of the indicator of the coating restraining effect is introduced, its behavior 
for coatings with different parameters is studied, the influence of physical and mechanical character-
istics of the coating. We investigated its thickness and stiffness, as well as the crack size, its loca-
tion relative to the corner point of the area, the angle of opening of the wedge-shaped area on the 
crack opening. The assessment of how the coatings influence the stress-strain state of sections of 
products weakened by stress concentration zones contributes to the development of new design
approaches to the structural component of products, allowing us to enhance the strength and wear 
resistance of machine parts and elements of building structures. 
 

Keywords: 
corner point region, crack, stress 
intensity factor, Cauchy kernel,  
singular integral equation, coating 
restraint indicator. 

 

 
Введение 

 
В современном производстве широко применяется 

технология нанесения на изделия тонкого гибкого по-
крывающего слоя, который препятствует негативному 
воздействию окружающей среды, а также за счет своих 
высоких механических характеристик позволяет уси-
лить прочность всего изделия. Кроме того, усиление 
изделий покрытиями препятствует разрушительным 
воздействиям внутренних дефектов самого изделия.  

Наиболее важными с позиции обеспечения прочно-
сти являются области концентрации напряжений, в 
частности, клиновидные области. Изучению плоских 
задач теории упругости о трещинах в клиновидных об-
ластях посвящены публикации как зарубежных, так и 
отечественных ученых. В частности, в работе [1] рас-
смотрены задачи о трещине конечной длины, выходя-
щей на вершину клина, а также – полубесконечной 
внутренней трещине, расположенной на биссектрисе. 

Цикл публикаций Б.И. Сметанина [2; 3] посвящен 
задачам о расклинивании, а также о внутренних трещи-
нах в клине при различных условиях на его гранях.  

Значительное количество работ посвящено изуче-
нию концентрации напряжений в упругих телах для 
областей с угловыми точками контура. В работе [4] 
приведено решение задачи для конуса и клина, в кото-

ром использован метод разделения переменных. Выде-
лены, исследованы и решены пять частных задач.  Рабо-
ты Д.А. Пожарского [5; 6] посвящены исследованию 
пространственных задач теории упругости для клино-
видного тела. Рассмотрены случаи эллиптической в 
плане трещины и полосового разреза. На внешних гра-
нях клина ставятся условия скользящей или жесткой 
заделки, или отсутствия напряжений.  

В работах [7; 8] представлены подходы к нахожде-
нию асимптотического решения вблизи угловых точек, 
исследованы особенности найденных упругих решений. 
Публикации [9; 10] посвящены исследованию про-
странственных задач теории упругости о полосовой 
трещине в составном упругом клине и о периодической 
цепочке эллиптических трещин, расположенных парал-
лельно ребру клина.   

В монографии В.М. Александрова, С.М. Мхитаряна 
[11] произведен асимптотический анализ точного реше-
ния задачи для упругой полосы при условии ее малой 
относительной толщины, высокой податливости в от-
ношении изгибных деформаций. Эти результаты позво-
ляют, в частности, сформулировать специальные гра-
ничные условия, моделирующие влияние тонких гибких 
покрытий 

Исследования [12; 13] изучают и анализируют по-
ведение напряжений в вершинах внутренних трещин с 
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учетом поверхностных эффектов. Для случая плоских и 
антиплоских задач подбором необходимых характери-
стик найдены условия для устранения сингулярности 
напряжений. В исследовании [14], посвященном изуче-
нию анизотропной клинообразной области, построено 
решение задачи, зависящее от геометрических парамет-
ров клина и механических характеристик материала, 
определен показатель сингулярности напряжений. В 
статье [15] представлено общее решение для определе-
ния порядка сингулярности напряжений в анизотроп-
ном клине. Порядок зависит от угла раствора клина, 
граничных условий и свойств материала. Чтобы умень-
шить степень сингулярности напряжений в углу клина, 
можно определить направление волокна, соответству-
ющее минимальному порядку сингулярности.  

Отметим, что, наряду с задачами о трещинах, зада-
чи о включениях и контактные задачи рассматриваются 
как задачи со смешанными граничными условиями 
и являются идентичными по применяемым подходам 
и методам.  

В публикациях [16–18] исследован цикл простран-
ственных задач о составном упругом клине. Рассмотре-
ны различные варианты смешанных граничных условий 
на смежных гранях клиновидных слоев (трещина, 
включение). Исследованы случаи, когда внешние грани 
клина свободны от напряжений, находятся в условиях 
гладкого контакта или зафиксированы жестко. Решение 
проведено асимптотическим методом с использованием 
интегральных преобразований. Построены интеграль-
ные уравнения. Определено НДС в окрестности границ 
смены граничных условий. В монографии [19] пред-
ставлены теоретические основы решения задач статики 
упругого клина, приведены фундаментальные решения 
уравнений теории упругости для клиновидной области, 
исследованы особенности напряженно-деформирован-
ного состояния в ее вершине. В работах [20, 21] рас-
смотрены задачи о пространственной упругой клино-
видной области для случая смешанных граничных 
условий на ее гранях и с учетом сил трения. Одна из 
граней области контактирует с цепочкой жестких 
штампов. Представлены интегральные уравнения, ре-
шение которых проведено численно. Получены значе-
ния вдавливающих сил для различных значений угла 
раскрытия клиновидной области. 

В работе [22] рассмотрена задача о полубесконеч-
ной антиплоской интерфейсной трещине, расположен-
ной между двумя функционально-градиентными клино-
видными областями. Изучено влияние упругих свойств 
составляющих на интенсивность напряжений в верши-
нах трещины и показатель сингулярности в вершине 
самой структуры. Публикация [23] посвящена решению 
задачи об антиплоской трещине, выходящей из верши-
ны составного функционально-градиентного клина. Ис-
следовано влияние соотношений геометрических и фи-
зических параметров задачи на коэффициент интенсив-
ности напряжений в вершине трещины. 

 

Как известно, контактные задачи механики дефор-
мируемого твердого тела, как и задачи теории трещин, 
относятся задачам со смешанными граничными услови-
ями и по применяемым подходам и методам являются 
родственными. В связи с этим приведем одну из недав-
них публикаций В.А. Бабешко [24], в которой построе-
но точное решение статической контактной задачи 
о действии с трением жесткого клиновидного штампа, 
занимающего первый квадрант, на слой изотропного 
композитного материала.  

 
Постановка задачи. Переход к сингулярному  
интегральному уравнению 

 
Рассмотрим плоскую задачу об изотропной упругой 

клиновидной области, стороны которой усилены тон-
ким гибким материалом. В полярной системе координат 
( , )r ϕ  рассматриваемая область определяется неравен-

ствами: 0r ≥ , ϕ ≤ α , где величина 2α  определяет 
угол раскрытия клина. 

Внутри области, на ее биссектрисе, находится тре-
щина в виде внутреннего разреза длиной l b a= − , где 

0ϕ = , a r b≤ ≤ – место расположения трещины. Дей-
ствие нормальных сил p(r) на стороны трещины приво-
дит к ее раскрытию. Предполагаем, что на бесконечно-
сти при r → ∞  компоненты тензора напряжений и век-
тора перемещений стремятся к нулю. В работе будет 
исследовано НДС тела на концах трещины.  

Публикации [25; 26] посвящены решению обрат-
ной задачи в аналогичной постановке, в них проведен 
процесс идентификации дефектов изотропных упругих 
тел, в том числе клиновидной области с покрытием 
[26], на основе ультразвуковых колебаний и сверточ-
ных нейронных сетей. Решение прямой задачи, излага-
емое в предлагаемой работе, дополняет и обеспечивает 
комплексный подход к исследованию, а именно полу-
ченные в данной работе результаты позволяют  
определить критическое состояние рассматриваемого  
объекта.  

Исследуемая в работе область представлена на рис. 1.  
Симметрия тела относительно луча 0ϕ =  позволяет 

свести задачу к исследованию половины области: 0r ≥ , 
0 ≤ ϕ ≤ α . 

Обозначим функции раскрытия трещины 

0 0( ) ( , ) ( , )r v r v r
ϕ=− ϕ=+

γ = ϕ − ϕ , 
0 0

( ) ,u ur
ϕ=− ϕ=+

∂ ∂ϑ = −
∂ϕ ∂ϕ

 

где ( , )u r ϕ  и ( , )v r ϕ  – компоненты вектора перемеще-
ний: радиальная u  и тангенциальная v . 

Искомое решение удовлетворяет уравнениям рав-
новесия в перемещениях, заданным в полярной системе 
координат: 
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1
r
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∂ϕ

; 1 ( )ru u v
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Рис. 1. Плоская клиновидная область со сторонами, усиленными 
тонким гибким материалом, содержащая конечный разрыв  
                                   (трещину) на биссектрисе 

Fig. 1. A flat wedge-shaped area with sides reinforced with thin  
        flexible material, containing a finite crack on the bisectrix 

 
Компоненты тензора напряжений в полярной си-

стеме координат: 

1 12
1 2

vG u
r rϕ

 ∂ μσ = + + θ ∂ϕ − μ 
, 1 12 ,u vG v

r r rϕ
 ∂ ∂τ = + − ∂ϕ ∂ 

 (2) 

где G  – модуль сдвига. 
На берегах трещины и ее продолжении выполняют-

ся условия:  

для  0ϕ = :    ( )p rϕσ = −     при   a r b≤ ≤ , 

 0v =     при 0 r a≤ <   и  r b> . (3) 

Условия на гранях области:  

 0rr ϕ = , 0;r ≥   (4) 

 :ϕ = α   0,ϕσ =   1 1 14 (1 ) 2 ,r rG hu hϕ ϕ′′ ′= − μ τ − μ σ    (5) 

где 1G  – модуль сдвига покрытия; 1μ  – коэффициент 
Пуассона покрытия; h  – толщина покрытия. Предпола-
гаем, что относительная толщина покрытия мала по 
сравнению с длиной трещины: / ( ) 1h b a− << . 

Для формулировки граничного условия (5) исполь-
зовано асимптотическое представление решения задачи 
для упругой полосы в предположении ее малой относи-
тельной толщины и отсутствии сопротивления на изгиб 
[11]. Исследование условия (5) для различных соотно-
шений толщины и жесткости покрытия проведено 
в работе [27]. 

Применяя преобразование Меллина к (1), получаем 
систему обыкновенных дифференциальных уравнений 
(ОДУ) 2-го порядка: 

2(1 )( 1) (1 ) 2( ) 0,s U U s Vϕ ϕ′′ ′+ κ − − − κ − + κ =  

 2(1 )( 1) (1 ) 2( ) 0,s V V s Uϕ ϕ′′ ′− κ − − + κ + − κ =    (6) 

где 3 4κ = − μ . 
Общее решение (6) имеет вид: 

 1 2 3 4( ) ( 1) ,U s c sn c cs s c sn c сs+ + − −   = + κ + + − +      (7) 

 1 2 3 4( ) ( 1) ,V s c cs c sn s c cs c sn+ + − −   = − − κ − − − −      (8) 

где ic  – произвольные постоянные, 1, 2, 3, 4;i =  

[ ]sin ( 1) ,sn s+ = + ϕ   [ ]sin ( 1) ,sn s− = − ϕ  

[ ]cos ( 1) ,cs s+ = + ϕ   [ ]cos ( 1) .cs s− = − ϕ  

 1( 1) ,
i

s

i

G A s s r ds
i

δ+ ∞
− −

ϕ σ
δ− ∞

σ = −
π   (9) 

 1 ,
i

s
r

i

G A sr ds
i

δ+ ∞
− −

ϕ τ
δ− ∞

τ =
π    (10) 

где 

1 2 3 4 ,A c sn c cs c sn c cs+ + − −
σ = + + +  

1 2 3 4( 1) ( 1) .A s c cs c sn s c cs c sn+ + − −
τ    = + − + − −     

Учитывая (9), (10) в соотношениях (4), (5), получа-
ем систему линейных алгебраических уравнений для 
определения коэффициентов ( 1, 2, 3, 4).ic i =  

 (
)

( )
( )

1 3
*

1 3

1 2 3 4

1
1 1 2

3 4

1 1

1 2 3 4

(1 ) (1 ) 0,
( ) (1 ) ,

0,

2 ( 1) ( )

( 1)

(1 ) 2 ( 1)

( 1) ( 1) .

c s c s
c s c s

c sn c cs c sn c cs

G h s r s c sn c cs

s c sn c cs

G h s

s c cs c sn s c cs c sn

+ + − −
α α α α

− + +
α α

− −
α α

+ + − −
α α α α

+ − − =

− κ − − = γ

+ + + =

 + + κ + + 

 + − + = 
= − μ − μ − ×

   × + − + − −   

 (11) 

Здесь 
[ ]sin ( 1) ,sn s+

α = + α   [ ]sin ( 1) ,sn s−
α = − α  

[ ]cos ( 1) ,cs s+
α = + α   [ ]cos ( 1) ,cs s−

α = − α  
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* 1

0

1( ) *( ) ,
2

( ) ( ) .

i
s

i

s

r s r ds
i

s r r dr

σ+ ∞
−

σ− ∞

∞
−

γ = γ
π

γ = γ




 (12) 

Решение системы (11) имеет вид: 

 

*

1

*
1

2 2

*

3

*
1

4 4

,
1

2 (1 ) ,
1

(1 ) ,
(1 )(1 )

2 (1 ) (1 ) .
(1 )(1 )

c

G rc A

sc
s

G s rc A
s

γ=
+ κ

− − μ γ
=

+ κ
γ +=
+ κ −

− μ γ +
=

+ κ −

 (13) 

Здесь 

2
2 ,NmA

Dm
=  

2
4 ,NmA

Dm
=  

1 1(1 )( sin 2 sin 2 ) 8 (1 )(1 ) ,Dm Gr s s G h s cs cs+ −
α α= − μ α + α + + − μ  

2 2
2 1( sin sin ) 4 (1 )(1 ) ,Nm s s G h s sn cs+ −

α α= α + α + + − μ  

2 2
4 1( sin sin ) 4 (1 )(1 ) .Nm s s G h s sn cs− +

α α= α − α + + − μ  

Подставим найденное выражение ϕσ  (9) с уже 
определенными коэффициентами (13) в условие сопря-
жения (3), получаем для :a r b≤ ≤  

 * 1( , ) ( ),
(1 )

i
s

i

G K s r sr ds p r
i

δ+ ∞
− −

δ− ∞

γ = −
π − μ   (14) 

где 
2 2 2

1 1

1 1

(1 )( sin sin ) 2 (1 )(1 )( sin 2 sin 2 )( , ) .
(1 )( sin 2 sin 2 ) 8 (1 )(1 )

Gr s s G h s s s
K s r

Gr s s G h s cs cs+ −
α α

− μ α − α + + − μ α − α
=

− μ α + α + + − μ
(15) 

Подставим (12) в (14): 

 4 ( ) ( , ) ( ).
(1 )

b i s

s
i

G d K s r s ds rp r
i r

δ+ ∞

α δ− ∞

γ ρ ρρ = −
π + κ ρ   (16) 

Выполним замену: 

s iu= ,    cos ln sin ln .
s iu

u i u
r r r r
ρ ρ ρ ρ       = = +       

       
 (17) 

После проведенной замены функция ( , )K s r  пере-

ходит в функцию ( , ).K u r  

2 2 2
1 1

1 1

(1 )( sin ) 2 (1 )(1 )( sin 2 2 )( , ) .
4 (1 )(1 )(cos 2 2 ) (1 )( sin 2 2 )

Gr sh u u iG h iu u sh uaK u r
G h iu ch u iGr u sh ua

− μ α − α + + − μ α −
= −

+ − μ α + α + − μ α +
  (18) 

Представим ( ) ( )( , ) Re ( , ) Im ( , )K u r K u r i K u r= +    

 

( )
(
( ) )

2 2 2
1 1

2 2 2 2
1

2
1 1

Re ( , ) 8 (1 )(1 )(1 )sin

16 (1 ) (cos 2 2 )

4 (1 )(cos 2 2 ) (1 )( sin 2 2 ) .

K u r GG hr u sh u

G h ch u

G hu ch u Gr u sh u

= − + − μ − μ α α

− μ α + α −

− − μ α + α + − μ α + α


 (19) 

( ) (
( )

( ))
( )(

2 2 2
1

2 2 2
1 1

1 1

2
1

1

Im ( , ) 8 (1 ) (cos 2 2 )( sin 2 2 )

( 1)( sin ) 2 (1 )( sin 2 2 )

4 (1 )(cos 2 2 ) (1 )( sin 2 2 )

4 (1 )(cos 2 2 )

4 (1 )(cos 2 2 ) (1

K u r G h ch ua u sh u

Gr sh u u G hu u sh u

G hu ch u Gr u sh u

G h ch u

G h ch u u Gr

= − μ α + α − α −

− μ − α − α − − μ α − α

− μ α + α + − μ α + α

− μ α + α −

− − μ α + α + − μ



( ) )2
1)( sin 2 2 ) .u sh uα + α

 (20) 

Далее умножаем 

( ) ( )( )Re ( , ) Im ( , ) cos ln sin ln .K u r i K u r u i u
r r

 ρ ρ    + +    
    

   

Получаем 

( ) ( )

( ) ( )

Re ( , ) cos ln Im ( , ) sin ln

Re ( , ) sin ln Im ( , ) cos ln .

K u r u u K u r u u
r r

i u K u r u K u r u
r r

ρ ρ   − +   
   

 ρ ρ    + +    
    

 

 
 (21) 

Учитывая четность ( )Re ( , )K u r и нечетность 

( )Im ( , )K u r по переменной u, имеем в (21) нечетную 

функцию в действительной части выражения, которая 
при интегрировании по симметричному промежутку 
приводит к нулевому значению.  

Замена (17), приведенные выше рассуждения и чет-
ность мнимой части выражения (21) сводят (16) к инте-
гральному уравнению 

 
( )

0

8 ( ) Re( ( , ) sin ln
(1 )

Im ( , ) cos ln ( ).

b

a

G d K u r u
r

K u r u udu rp r
r

∞γ ρ ρ ρ + π + κ ρ  

 ρ  + = −  
  

  


 (22) 

Проведем интегрирование 

( ) ( )

( )

( )

0 0

0

0

( ) Re ( , ) sin ln Im ( , ) cos ln

( )Re ( , ) sin ln

( )Im ( , ) cos ln .

b

a

b

a
b

a

d K u r u K u r u udu
r r

K u r u u d du
r

K u r u u d du
r

∞ ∞

∞

∞

 γ ρ ρ ρ   ρ + =    ρ     
γ ρ ρ = ρ + ρ  

γ ρ ρ + ρ ρ  

  

 

 

 





 

Интегрируем по частям  

 

( )
( ) cos ln 1 cos ln

1 ( )sin ln .

b

a

b

b

u
u d

u dvr
r

u d
u r

γ ρ =
γ ρ ρ  ρ = =ρ   =ρ    ρ  

ρ ′= − γ ρ ρ 
 





 (23) 
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( )
( ) sin ln 1 sin ln

1 ( )cos ln .

b

a

b

b

u
u d

u dvr
r

u d
u r

γ ρ =
γ ρ ρ  ρ = =ρ   =ρ    ρ  

ρ ′= γ ρ ρ 
 





 (24) 

Подставляем выражения (23), (24) в интегральное 
уравнение (22), получаем  

 
( )

( )
0

8 ( ) Re ( , ) cos ln
(1 )

Im ( , ) sin ln ( ).

b

b

G d K u r u
r

K u r u du r r
r

∞  ρ ′γ ρ ρ −  π + κ  

ρ  − = − ρ 
 

  


 (25) 

Проведенный анализ функций Re( ( , ))K u r и 

Im( ( , ))K u r при u → ∞  показал, что 

( ) 2Re ( , ) ( ),uK u r O e− α=  

 ( ) 2Im ( , ) 1 ( ),uK u r O e− α= − +   0 ≤ α ≤ π .  (26) 

( )

( )( )

( , ) Re ( , ) cos ln

Im ( , ) 1 sin ln sin ln ,

L u r K u r u
r

K u r u u
r r

ρ = − 
 

ρ ρ   − + +   
   




 

( )

( )( )

( , ) Re ( , ) cos ln

Im ( , ) 1 sin ln .

M u r K u r u
r

K u r u
r

ρ = − 
 

ρ − +  
 




 

Тогда ( , ) ( , ) sin lnL u r M u r u
r
ρ = +  

 
 и уравнение 

(25) принимает вид: 

 
0

( ) ( , ) ( ),
b

a

d L u r du rp r
∞ π′γ ρ ρ = −

θ   (27) 

здесь 
1

Gθ =
− μ

. 

Пусть  

 
0

( ) ( , )l r L u r du
∞

=    (28) 

Переходим к безразмерным переменным, используя 
замену переменных 

1exp xr a + =  λ 
, 

1expa + ξ ρ =  λ 
, 

1

2 ln b
a

−
 λ =  
 

. 

Получаем  

 

1

1

1 1exp exp

1 1exp exp .

xa l a d

x xa p a

−

 + ζ  ξ − + ξ     ′γ ζ =      λ λ λ      
πλ +  +    = −     θ λ λ    


 (29) 

Вводим замену 

 1 1( ) exp exp . + ζ  + ζ   ′ϕ ζ = γ α    λ λ    
 (30) 

Уравнение (28) принимает вид 
1

1

1 1( ) exp exp ,x x xl d p
−

ζ − πλ +  +      ϕ ζ ζ = α      λ θ λ λ      
  (31) 

где 1x ≤ . 

Преобразуем выражение (28) для функции ( ) ,l r  
учитывая значение интеграла, 

0

1sin( )ut du
t

∞

=   [28]. 

 
0 0 0

1( ) ( , ) sin( ) ( , ) .l r M u r du ut du M u r du
t

∞ ∞ ∞

= + = +    (32) 

Получаем сингулярное интегральное уравнение  
задачи: 

 

1

1 0

1( ) , exp

( ), 1,

xM u du d
x

q x x

∞

−

 λ  +  ϕ ζ + α ζ =   ζ − λ   
πλ= −   ≤
θ

 
 (33) 

1 1( ) exp exp .x xq x p+  +    = α    λ λ    
 

Обе части уравнения (33) разделим на 0λ ≠ . 
Таким образом, получаем сингулярное интеграль-

ное уравнение (СИУ) с ядром Коши: 
1

1 0

1 1 1( ) , exp ( ).xM u du d q x
x

∞

−

  +  π ϕ ζ + α ζ = −   ζ − λ λ θ   
   (34) 

Решение СИУ (34) проведено методом коллокаций. 
Искомая функция ( )ϕ ζ  была задана как произведение 
двух множителей, где первый множитель обеспечивал 
явное выделение сингулярности, а второй представлял 
собой линейную комбинацию ( )kT ζ  полиномов Чебы-
шева первого рода. Точками коллокации выбраны кор-
ни полиномов Чебышева. 

Найденная функция разрыва ( )xϕ , позволила найти 
значение коэффициента интенсивности KI нормальных 
напряжений в окрестности вершин трещины:  

 ( )( )( )1 2

1 0
lim 1 .I x

K x x
→ ±

= ± ϕ ±


  (35) 
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Выявлена зависимость точности найденного реше-
ния между числом точек коллокаций и величиной ис-
кусственно введенного безразмерного параметра λ : 

 ( ) ,l a lλ = +  (36) 

характеризующего размер трещины и ее положение от-
носительно вершины клина. Точность решения уменьша-
ется с ростом значения λ . Проведенные численные экс-
перименты позволили сделать вывод: решение уравнения 
(34) с ошибкой до 5 % для 0,75λ =  обеспечивается не 
менее чем 10 точками; для 0,55λ =  требуется не менее 5 
точек при той же точности решения.  

 
Результаты вычислительного эксперимента 

 
Ввиду того что построенное решение зависит от мно-

гих параметров задачи, определяющих геометрию сечения 
и физические свойства материалов, представленные выво-
ды имеют качественно-обобщенное значение. 

Для каждого конкретного набора параметров задачи 
в ходе вычислительного эксперимента рассчитывалась 
величина N, названная индикатором сдерживающего 
воздействия покрытия, определяемая как отношение 
коэффициента интенсивности IK  нормальных напря-
жений в окрестности вершин трещины для модели 
с покрытием к аналогичному коэффициенту для модели 
с такими же параметрами, но без покрытия [29]. Значе-
ния индикатора на ближней и дальней от угловой точки 
области вершинах трещины обозначаем соответственно 

( 1)N −  и ( 1).N +  
В качестве основного материала во всех исследо-

ванных моделях использован чугун, широко применяе-
мый в станкостроении благодаря своим технологиче-
ским характеристикам. Для усиления сечения сторон 
клиновидной области были рассмотрены следующие 
материалы: алюминий (Al), никель (Ni), хром (Cr), нит-
рид титана (TiN), карбид вольфрама (WC). Используе-
мые при расчетах механические параметры материалов 
приведены в табл. 1. 

Таблица 1 

Механические параметры материалов 

Table 1 

Mechanical parameters of materials 

Название Обозначе-
ние 

Коэффициент 
Пуассона ( ν ) 

Модуль упруго-
сти (Е), ГПа 

Чугун СЧ 0,27 160 
Алюминий Al 0,34 70 
Никель Ni 0,28 204 
Хром Cr 0,35 288 
Нитрид титана TiN 0,28 361 
Карбид  
вольфрама WC 0,26 532 

 
Относительное расстояние от вершины клиновид-

ной области до трещины определяется безразмерным 

параметром λ : ( )l a lλ = + , где ( ) 2 ( , )l b a a b= −  – 
координаты концов трещины, показаны на рис.1). Чем 
ближе значение λ  к единице, тем ближе трещина рас-
положена к вершине клина. На рис. 2 представлены ре-
зультаты расчетов зависимости индикатора сдержива-
ющего воздействия покрытия N  от расположения тре-
щины относительно вершины клина. Модуль упругости 
покрытия 1E , характеризующий его жесткость, будем 
сравнивать с модулем упругости основного материала 
E  исследуемой области. Исследованы покрытия разной 
жесткости, такие как алюминий (менее жесткий) и ни-
кель, хром, нитрид титана, карбид вольфрама и другие 
(более жесткие). Выявлено, что жесткость покрытия 
влияет на амплитуду раскрытия трещины. Покрытия с 
жесткостью меньшей, чем жесткость основного матери-
ала исследуемой области, слабо сдерживают раскрытие 
трещины, толщина таких покрытий не является пара-
метром, препятствующим раскрытию трещины. В част-
ности, непосредственные вычисления показывают, что 
в случае материала покрытия – алюминий – значения 
индикатора сдерживания при увеличении толщины по-
крытия в 10 раз различаются не более чем на 1 %. 
В случаях более жесткого покрытия его толщина есть 
параметр, оказывающий воздействие на раскрытие тре-
щины. Чем больше толщина покрытия, тем более выра-
жен сдерживающий эффект. На рис. 3 и 4 показан дан-
ный эффект для материала покрытия – хром. 

Исследовано влияние угла раствора клиновидной 
области на индикатор сдерживания, результаты вычис-
лительного эксперимента представлены на рис. 5 и 6. 
В представленной модели на рис. 5 покрытие – алюми-
ний, его относительная толщина 0,04h l = . На рис. 6 
покрытие – карбид вольфрама, его относительная тол-
щина 0,01h l = . Расположение трещины определяется 
параметром ( 0,7; 0,6; 0,5; 0,4; 0,3).λ λ =  Значения ко-
ординат концов трещины для указанных параметров 
приведены в табл. 2.  

Таблица 2 

Координаты концов трещины, соответствующие  
безразмерному параметр λ 

Table 2 

Coordinates of crack ends corresponding  
to the dimensionless parameter λ 

λ a b 
0,3 0,233 0,433 
0,4 0,150 0,350 
0,5 0,100 0,300 
0,6 0,067 0,267 
0,7 0,043 0,243 

 
Выявлено, что величина угла раствора клина влияет 

на процесс раскрытия трещины. Чем меньше угол рас-
твора клина, тем больше покрытие препятствует рас-
крытию трещины. 
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Рис. 2. Влияние положения трещины на значение величины 
индикатора сдерживающего воздействия покрытия ( 1)N −  для 
разных случаев материала покрытия, при его относительной  
          толщине 0,01h l = и угле раскрытия клина 3α = π  

Fig. 2. Influence of crack position on the value of the coating  
impact indicator value ( 1)N − for different cases of pavement  
material, its relative thickness 0,01h l =  and wedge opening  
                                            angle 3α = π  

 
Рис. 3. Влияние положения трещины на значение величины 
индикатора сдерживающего воздействия покрытия ( 1)N −  для 
разных случаев относительной толщины покрытия h l . Угол  
        раскрытия клина 4α = π . Материал покрытия – хром 

Fig. 3. Influence of crack position on the value of the coating  
impact indicator value ( 1)N −  for different cases of relative  
coating thickness h l . The wedge opening angle 4α = π . The  
                              coating material is chromium 

 
Рис. 4. Влияние положения трещины на значение величины 
индикатора сдерживающего воздействия покрытия ( 1)N −  для 
разных случаев относительной толщины покрытия h l . Угол  
       раскрытия клина 3α = π . Материал покрытия – хром 

Fig. 4. Influence of crack position on the value of the coating  
impact indicator value ( 1)N −  for different cases of relative  
coating thickness h l . The wedge opening angle 3α = π . The  
                               coating material is chromium 

 

Рис. 5. Влияние угла раствора клина на значение величины 
индикатора сдерживающего воздействия покрытия ( 1)N −  для 
разных случаев расположения трещины. Материал покрытия –  
          алюминий, его относительная толщина 0,04h l =  

Fig. 5. Influence of the wedge solution angle on the value of the  
coating impact indicator value ( 1)N −  for different crack location  
cases. The coating material is aluminum, its relative thickness  
                                               0,04h l =  

 

 

Рис. 6. Влияние угла раствора клина на значение величины 
индикатора сдерживающего воздействия покрытия ( 1)N −  для 
разных случаев расположения трещины. Материал покрытия –  
     карбид вольфрама, его относительная толщина 0,01h l =  

Fig. 6. Influence of the wedge solution angle on the value of the 
coating impact indicator value ( 1)N −  for different crack location 
cases. The coating material is tungsten carbide, its relative  
                                        thickness 0,01h l =  

 
В рамках проведенных исследований влияния уси-

ления сторон клиновидной области на раскрытие тре-
щины изучено влияние толщины и жесткости покры-
тия, удаление трещины от вершины клиновидной об-
ласти, раскрытие угла клина на поведение индикатора 
сдерживающего воздействия покрытия. В процессе 
реализации вычислительного эксперимента исследо-
вана относительная толщина покрытия в пределах от 
0,01 до 0,10; жесткость материала покрытия варьиру-
ется от мягкой – алюминия – до жесткой – карбид 
вольфрама, по отношению к основному материалу ис-
следуемой области – чугуну.  
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Заключение 
 
Результаты исследования позволяют сформулиро-

вать следующие выводы: 
– сформулированная задача применением метода 

интегральных преобразований и адекватной математи-
ческой модели покрытия сведена к решению сингуляр-
ного интегрального уравнения с ядром Коши; 

– проведенные вычисления показали, что для жест-
ких покрытий снижение интенсивности напряжений на 
концах трещины в рассматриваемой задаче обусловлено 
следующими факторами: увеличение толщины покры-
тия; уменьшение угла раствора клиновидной области; 

приближение трещины к вершине клиновидной обла-
сти. В случаях более мягких покрытий, а также больше-
го удаления трещины от вершины и увеличения угла 
раствора клиновидной области указанное влияние ме-
нее существенно. 

В ходе проведенных расчетов был осуществлен пе-
реход к частным случаям задачи, а именно: как частные 
рассмотрены случаи равновесной трещины в клиновид-
ной области без покрытия [3; 29], поперечной трещины в 
полуплоскости с покрытием [27; 30] и другие. Получен-
ные результаты совпадают или с малыми погрешностями 
отличаются от известных данных [30; 31], что позволяет 
судить о достоверности проведенных расчетов. 
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