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 В гидроупругих системах может иметь место одновременное проявление упругих и 
гидродинамических неустойчивостей и их взаимодействие. Рассматривается взаимное 
влияние изгиба трубопровода, внутреннего и внешнего давления, действия сжимающей 
силы и течения жидкости с заданной плотностью по трубопроводу. Тонкий упругий трубо-
провод закреплен на защемленных скользящих опорах, причем опоры не препятствуют 
течению жидкости внутри трубопровода вдоль его оси. Вне трубопровода находится по-
коящаяся жидкость. На опорах прогиб и угол поворота равны нулю. Используются допу-
щения о несжимаемости срединной линии трубопровода, идеальности и несжимаемости 
жидкостей. Трубопровод подвержен продольному сжатию. Малость инерционных сил обу-
словливается относительно медленным изменением возмущений при медленном измене-
нии внешних воздействий (сил сжатия трубопровода, гидростатических сил, скорости дви-
жения жидкости в трубопроводе). Внешние воздействия могут быть как независимыми друг 
от друга, так и связанными. Статическое взаимное влияние указанных неустойчивостей 
называется взаимодействием неустойчивостей трубопровода. Получены линеаризованное 
уравнение изгиба трубопровода и критическое значение сжимающей трубопровод силы, 
которое представляет собой обобщение классического критического значения сжимающей 
трубопровод силы в задаче Эйлера за счет действия давлений внутри и вне трубопровода, 
движения жидкости внутри трубопровода. Изучено статическое взаимодействие неустой-
чивостей в зависимости от сжимающей трубопровод силы, внутреннего и внешнего давле-
ния, скорости движения жидкости. Ввиду большого количества входных параметров может 
быть выделено множество частных случаев, представляющих самостоятельное значение. 
Некоторые из них рассмотрены здесь. Найдены области изменения этих параметров, ко-
гда происходят стабилизация и дестабилизация прямолинейной формы. Изгибная жест-
кость трубопровода, растягивающие силы, внешнее гидростатическое давление стабили-
зируют, а сжимающие силы, внутреннее гидростатическое давление, движение жидкости  
с любыми скоростями внутри трубопровода дестабилизируют его. 
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 Hydroelastic systems can be characterized by a simultaneous manifestation of elastic and 
hydrodynamic instabilities and their interaction. Mutual effects of pipe bending, internal and ex-
ternal pressures, the action of compression force and fluid with a set density flowing along the 
pipe are under consideration. A thin elastic pipe is fixed on clamped sliding supports. In this case 
the supports do not hinder the flow of fluid travelling inside the pipe along its axis. Outside the 
pipe there is the fluid at rest. At the supports, the pipe bending and rotation angle are equal to 
zero. Assumptions are made regarding the incompressibility of the pipe midline and also the ide-
ality and incompressibility of the fluids. The pipe is subjected to longitudinal compression. The 
smallness of inertial forces is conditioned by a relatively slow change of disturbances under slow-
ly changing external effects (compressive forces in the pipe, hydrostatic forces, velocity of fluid 
motion in the pipe). External effects can be both independent and interconnected with each other. 
Here, the static mutual influence between those instabilities is called the instability interaction in 
the pipeline. We have obtained the linearized equation of the pipe bend and the critical value of 
the force that squeezes the pipe, which represents a generalization of the classical critical value 
for the static longitudinal compressive force acting on the pipe in the Euler problem due to the 
action of pressures inside and outside the pipe and the fluid motion inside the pipe. The 
investigation is focused on static instability interactions depending on the compression force in 
the pipe, internal and external pressures and fluid velocity. Given the large number of input 
parameters, it is possible to identify a great number of particular cases being important in their 
own right. Some of them are considered here. The domains of change for these parameters are 
determined by the occurrence of stabilization and destabilization of the rectilinear shape. Bending 
rigidity, tensile forces and external hydrostatic pressure stabilize the pipe. By contrast, 
compressive forces, internal hydrostatic pressure and fluid movement inside the pipe at any 
velocity have a destabilizing effect. 
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Введение 

 

В гидроупругих системах одновременно происходит 

взаимодействие упругих и гидродинамических неустой-

чивостей. Вопросам статического и динамического пове-

дения продольно сжатого упругого элемента, контактной 

границы жидкостей с разными плотностями и скоростя-

ми движения посвящены многочисленные исследования. 

Укажем лишь на первоисточники [1–4] и на некоторые 

монографические и обзорные работы [5–8].  

Теория статической неустойчивости тонкостенных 

оболочек и пластин получила развитие в связи с созда-

нием объектов надводного и подводного флота, нефте-

химии, аэрокосмической техники, а теория неустойчи-

вости контактной границы жидкостей – для объяснения 

некоторых природных явлений и описания процессов 

в технических системах. Малость инерционных сил 

обусловливается относительно медленным изменением 

возмущений при медленном изменении внешних воз-

действий (сил сжатия трубопровода, гидростатических 

сил, скорости движения жидкости в трубопроводе). 

Взаимодействие гидродинамических неустойчивостей 

с учетом капиллярных сил впервые было рассмотрено 

в [3]. В дальнейшем были учтены сжимаемость и вяз-

кость жидкостей, вихреобразование и другие нелиней-

ные эффекты [8]. Внешние воздействия могут быть как 

независимыми друг от друга, так и связанными [9]. Об-

зор работ по теме приводится в [9, 10]. Численный ме-

тод решения задачи о статической неустойчивости пла-

стины в сверхзвуковом потоке газа и неустойчивости 

трубопровода рассматривается в [11, 12]. Математиче-

ское моделирование в задачах статической неустойчи-

вости упругих элементов конструкций при аэрогидро-

динамическом воздействии представлено в [13].  

Изучению продольной устойчивости трубопроводов 

посвящено много работ. Отметим фундаментальные 

работы [14–16], в которых рассмотрены все основные 

случаи возможной потери трубопроводом устойчивости 

в минеральных грунтах и выполнены аналитические 

и экспериментальные исследования в данном направле-

нии. В перечисленных и других работах авторы не-

сколько по-разному трактуют потерю трубопроводом 

устойчивости с различных позиций, как качественно, 

так и количественно, поясняют факт его возможного 

появления [14]. Например, в [17] приведен анализ лите-

ратурных источников, откуда следует, что в одних ра-

ботах [18–21] уравнение продольно-поперечного изгиба 

трубопровода имеет вид, отличный от уравнения, при-

веденного в [22–23]. Также отметим, что по трубопро-

воду прокачивается огромная масса продукта с доста-

точно большой скоростью, и этот фактор также влияет 

на его устойчивость [24–25]. Отметим актуальность 

исследования проблемы статического взаимодействия 

неустойчивостей трубопровода. Магистральные нефте-
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газопроводы в Западной Сибири и на севере европей-

ской части России начали строить примерно с середины 

60-х годов прошлого века. С самого начала проекти-

ровщики, строители и эксплуатационники столкнулись 

с двумя серьезными проблемами: прокладкой трубо-

проводов на многолетнемерзлых грунтах и на болотах 

[14]. За последующие 40 с лишним лет десятки органи-

заций и сотни исследователей работали над этими про-

блемами, но окончательного решения в приемлемой для 

практики степени не получено и до настоящего време-

ни. Несмотря на видимую простоту конструкции, вы-

полнить расчет подземного магистрального трубопро-

вода на прочность, общую устойчивость в продольном 

направлении и против всплытия очень сложно в силу 

его большой протяженности и криволинейного про-

странственного расположения в неоднородной грунто-

вой среде с переменными характеристиками [14]. В це-

лом по ОАО «Газпром» протяженность всплывших уча-

стков составляла на 1999 год еще многие сотни 

километров, причем прирост плавающих газопроводов 

составлял 40–60 км в год, по другим данным – до 

100 км в год. Следует отметить важную деталь: новые 

плавающие участки и арки выброса появляются как на 

вновь построенных газопроводах, так и на уже отре-

монтированных и давно эксплуатируемых. Этот факт 

позволяет сделать вывод, что процесс взаимодействия 

с грунтом трубопровода, особенно с учетом его протя-

женности и многообразия изменений граничных усло-

вий во времени, исследован еще недостаточно. Многие 

предприятия также активно работали над устранением 

последствий всплытия, не обращая, однако, должного 

внимания па исследование самих причин появления 

таких участков [14].  

Здесь статическое взаимное влияние указанных не-

устойчивостей называется взаимодействием неустойчи-

востей трубопровода. 

 

1. Постановка задачи 
 

Тонкий упругий трубопровод закреплен на защем-

ленных скользящих опорах, расположенных на рас-

стоянии L друг от друга, причем опоры не препятству-

ют течению жидкости с плотностью i и скоростью Ui 

внутри трубопровода вдоль его оси (рис. 1). Вне трубо-

провода находится покоящаяся жидкость с плотностью 

e. На скользящих опорах прогиб и угол поворота равны 

нулю. Ускорение G направлено перпендикулярно к оси 

трубопровода. Предполагается несжимаемость средин-

ной линии трубопровода, идеальность и несжимаемость 

жидкостей. Трубопровод сжимается продольной силой 

Р. Если рассматривать поведение трубопровода в об-

ласти нескольких пролетов, то способ приложения силы 

к трубопроводу и создания течения жидкости внутри 

трубопровода можно не конкретизировать [9].  

Сила Р, давления внутри и вне трубопровода pi, pe 

и скорость Ui изменяются независимо друг от друга. 

Интенсивность их возрастания от нуля будем считать 

такой, чтобы инерционные силы в системе были малы. 

При Р = 0, Ui = 0, pi = 0, pe = 0 трубопровод имеет малое 

отклонение от оси x в виде  

 2

0 0 sin ,     ,     1,2,...nw W n x L n       . (1) 

 

Рис. 1. Расчетная схема трубопровода  

(опоры не показаны)  

Fig. 1. The computation scheme of the pipe  

(the supports are not shown) 

 

Рис. 2. Схема действия сил на тонкий упругий  

трубопровод при его изгибе в плоскости zx 

Fig. 2. The scheme of forces acting on a thin plastic  

pipeline under bending in the plane of zx 

При этом остаточные напряжения в нем отсутству-

ют, например, в результате отжига трубопровода [9]. 

Сумма проекций на ось z всех сил, действующих на 

элемент длиной dx (рис. 2), рассчитывается следующим 

образом [9, 10]: 

 

 

 

  2

cos – cos( ) sin –

sin( )   – sin –

–  – sin( a) ( ) –

– – 0,

i i e i

i i e i i i

e i i i

Q Q dQ d P

P d p F p F F

p F p F F d G F F dx

G F F dx qdx U kdx

      

        

       

    

 

где Q – перерезывающая сила; q – интенсивность рас-

пределенной выталкивающей силы; k – кривизна осевой 

линии трубопровода; , h, F – плотность, толщина стен-

ки и площадь поперечного сечения трубопровода; Fi – 

площадь сечения в свету трубопровода. Давления внут-

ри и вне трубопровода определяются по формулам 

0 0

0 0 0 0

( ),

( ), .

i i i

e e e e e

p p G w w

p p G w w p p G H

    

      
 

Здесь р0 – давление на поверхности жидкости на высоте 

Н от трубопровода; pi0, pe0 – давления жидкости внутри 

и вне трубопровода на расчетной глубине. Из уравнения 

моментов в том же приближении следует Qdx – dM = 0, 

где в выражение изгибающего момента M = D d 
2
w/dx

2
 не 

входит w0 ввиду указанного выше предположения об 

отсутствии напряжений до начала внешних воздейст-

вий. Принимая в линейной задаче cos = 1, sin( + d) = 

=  + d и учитывая  = d(w0 + w)/dx, d =  
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= (d 
2
(w0 + w)/dx

2
)dx, получаем уравнение изгиба трубо-

провода относительно текущего прогиба w(x) [26–29] 

 

   

 

 

 

4

0 04

2

2 0

0 0 2

22 2

4 4

( )

( )
( )

( ) – ,

, π , π ,

π 4,

i i i

e e i i i i

i i e i

i i i i

i i

d w
D P p G w w F

dx

d w w
p G w w F F FU

x

G F F G F F q

D EJ F R F R h R

J R h R

     


      



     

     
 

   
 

 

где E, Ri – модуль упругости, внутренний радиус попе-

речного сечения трубопровода. В состоянии равновесия  

 ( ) – 0.i i e iG F F G F F q       

Поэтому 

 

 

24
2 0

0 04 2

2

0

0 2

( )

( )
( ) .

i i e i i i i

i i e i

d w wd w
D P p F p F F FU

dx dx

d w w
G F F F w w

dx


       


      

  Линеаризованное уравнение записывается в следую-

щем виде: 

 
4

04 i i

d w
D P p F

dx
     

  
2

2 0

0 2

( )
0.

e i i i i

d w w
p F F FU

dx


     (2) 

  

2. Изгиб трубопровода 

 

Примем частное решение уравнения (2) в виде 

 2sin , 1,2,...nw W n x n   .  (3) 

Подставляя (1), (3) в уравнение (2), получаем отно-

шение амплитуды текущего прогиба к амплитуде на-

чального прогиба в виде 

 

 

2 2

0

2
2

2

2 2

0 0

,      
( )

4
4 ,

( ) .

n n

n E n

E n

i i e i i i i

W R

W P n R

EJ
P D R

L

P p F p F F FU n


 


   

       

  (4) 

Здесь PE – критическое значение статической продоль-

ной сжимающей силы на трубопровод (n = 1). Из (4) 

видно, что прогиб тем больше, чем больше величина 

осевого усилия сжатия трубопровода P, давление внут-

ри трубопровода pi0, скоростной напор внутри трубо-

провода 2

i iU  и меньше критическое значение статиче-

ской продольной сжимающей силы на трубопровод PE, 

плотность жидкости вне трубопровода e, давление вне 

трубопровода pe0. При  

 Rn = PE(n
2
)

2
  (5) 

прогиб в рассматриваемом линейном приближении рас-

тет неограниченно. Здесь Rn представляет собой критиче-

скую комбинацию внешних воздействий P, pi0, pe0,
 

2

i iU  

для системы с заданными параметрами материалов 

и размерами E, i, h, L, Ri. С возрастанием внешних воз-

действий рост прогиба (4) происходит наиболее быстро 

при n = 1. Указанная критическая комбинация внешних 

воздействий по (4) является минимальной при n = 1.  

 

3. Частные случаи 
 

Ввиду большого количества входных параметров 

может быть выделено множество частных случаев, 

представляющих самостоятельное значение. Рассмот-

рим некоторые из них. 

1. Из (4) получаем критическое значение сжимаю-

щей трубопровод силы 

  2 2

0 0 ,cr E i i e i i i iP P n p F p F F FU       (6) 

которое представляет собой обобщение классического 

критического значения в задаче Эйлера за счет учета дав-

лений внутри и вне трубопровода pi0, pe0, скоростного  

напора внутри трубопровода 2

i iU . Из выражения (6) сле-

дует, что критическая сжимающая сила Pcr может быть 

отрицательной или при осевых усилиях растяжения в тру-

бопроводе он может потерять устойчивость. В статье [30] 

отмечается, что увеличение внутреннего давления и 

уменьшение внешнего давления в трубопроводе может 

привести к отрицательной эквивалентной осевой силе, 

меньшей, чем критическая сила Эйлера. Видно, что увели-

чение давления и скоростного напора внутри трубопрово-

да pi0, 
2

i iU , уменьшение изгибной жесткости EJ трубо-

провода, внешнего давления pe0 приводят к уменьшению 

критического значения силы P. Например, в статье [31] 

отмечено, что работы по строительству магистральных 

газопроводов в заболоченной местности, как правило, 

производятся зимой, а ввод газопровода в работу осущест-

вляется летом. В результате этого происходит однократ-

ное удлинение уже в первый весенне-летний период экс-

плуатации. Но на практике удлинение носит систематиче-

ский характер. В [14, 32] отмечается влияние переменного 

давления на процесс удлинения трубопровода. На сего-

дняшний момент можно считать общепринятым, что про-

цесс удлинения в конечном счете способствует появлению 

неустойчивости геометрической формы. Таким образом, 

происходит сезонное изменение усилия сжатия трубопро-

вода, которое может достигать критического значения. 

Здесь не рассматривается изменение силы P за счет темпе-

ратуры окружающей среды, температуры транспортируе-

мого продукта.  

2. Если осевое усилие сжатия трубопровода P, 

внешнее давление pe0, скоростной напор внутри трубо-

провода 2

i iU  равны нулю, то из (6) получаем критиче-

ское значение внутреннего давления pi0 [27, 33], 
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2

0 .i cr E ip P n F  

В примере [33] показано, что под действием внутрен-

него давления трубка теряет устойчивость так же, как под 

действием критической сжимающей силы Эйлера, хотя 

сжимающая трубку сила равна нулю. Почему происходит 

потеря устойчивости в этом случае, пояснено в [27]. Чаще 

всего искривление трубопровода связывается со степенью 

обводненности как основной причиной. Как отмечено 

в работе [31], в [34] приведен статистический анализ ме-

стоположения 99 арочных выбросов, который позволил 

установить, что опасными с точки зрения потери проект-

ного положения являются участки трубопровода, проло-

женные на первых 50 км от выхода из компрессорной 

станции (КС) (76 выбросов), далее от 50-го до 80-го км 

произошло 15 выбросов, на участке от 80-го км до сле-

дующей КС в полностью обводненных траншеях про-

изошло 8 выбросов. Из этого следует, что на удаленном от 

КС участке, где влияние скачков давления значительно 

ниже, снижено и число искривлений трубопровода, не-

смотря на полную обводненность этих участков. Таким 

образом, результат работы хорошо согласуется с экспери-

ментальными данными, которые указывают на необходи-

мость рассмотрения механизмов искривления, связанных 

не только с обводненностью грунта [31]. Но отметим так-

же, что с удалением от КС уменьшается давление внутри 

трубопровода. Это приводит к увеличению запаса устой-

чивости трубопровода по внутреннему давлению nPi: 

0 0 ,Pi i cr in p p
 

что тоже соответствует наблюдениям [14, 34]. 

3. Если осевое усилие сжатия трубопровода P, 

внешнее давление pe0 равны нулю, то из (6) получаем 

критическую комбинацию плотности ρi, давления pi0 

и скорости движения Ui жидкости, при которой откло-

ненная от прямолинейной форма является состоянием 

равновесия [35, 36]: 

 
2

2

0 2 2 2

4 4
.E

i i i cr
i i i

P D D
P U

F F L R L

 
     

4. Когда внутреннее и внешнее давления pi0, pe0 рав-

ны нулю, то из (6) получаем критическое значение силы 

осевого усилия сжатия P: 

2 2.cr E i i iP P n FU   

5. В случае однородной покоящейся жидкости  

(Ui = 0) из (6) следует  

  2

0 0 .i i e i Ecr
p F p F F P n P       

6. При внутреннем давлении pi0, равном нулю, и од-

нородной покоящейся жидкости Ui = 0 из (6) следует 

критическое отрицательное давление вакуума вне тру-

бопровода: 

   2

0 .e cr E ip P n P F F     

7. Из (6) следует критическое значение скоростного 

напора внутри трубопровода  

   2 2

0 0 .i i i E i i e icr
FU P n P p F p F F     

 

8. Когда осевое усилие сжатия трубопровода P, внут-

реннее и внешнее давления pi0, pe0 равны нулю, то из вы-

шеприведенной формулы получаем критическое значе-

ние скоростного напора внутри трубопровода [25, 33]: 

 2 2.i i i Ecr
FU P n   

8 а. Из предыдущей формулы и (4) следует крити-

ческое значение скорости течения по трубопроводу  

при n = 1: 

 
2

.i cr

i i

EJ
U

L F





 

8 б. Из предыдущей формулы следует критическое 

значение плотности жидкости внутри трубопровода  

при n = 1: 

 
2

2 2

4
.i cr

i i

EJ

L U F


   

8 в. При допущении  2 1ih R   можно принять 

3

iJ R h  , тогда из предыдущей формулы следует  

критическое значение толщины стенки трубопровода 

при n = 1: 

2 2

2
.

4

i i

cr

i

L U
h

ER





 

9. Если трубопровод подвержен всестороннему дав-

лению жидкости, осевое усилие сжатия трубопровода P, 

внутреннее давление pi0, скоростной напор внутри тру-

бопровода 2

i iU  равны нулю, pe0 = р0 + GeН, то соглас-

но (6) имеет место абсолютная устойчивость начальной 

формы трубопровода при любом значении давления 

окружающей однородной жидкости (W0n + Wn < W0n): 

W0n + Wn = W0nPE /[(PE + pe0 (F + Fi)n
–2

)]. 

Таким образом, при увеличении внешнего гидро-

статического давления трубопровод выпрямляется, 

причем в наибольшей мере по гармонике n = 1. На этом 

эффекте основаны некоторые технологические опера-

ции в камерах с высоким давлением [9]. 

10. Если изгибная жесткость трубки D = 0, то трубка 

не может работать на сжатие. При выполнении условия 

0 0i ep p  трубка не сминается. 

Полученные результаты позволяют анализировать 

устойчивость трубопроводных систем и тонкостенных 

трубок. Учет взаимодействия неустойчивостей трубо-

провода и жидкостей позволяет выявить важные свой-

ства гидроупругой системы в рамках принятой модели. 

В частных случаях получаются обобщения критериев 
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Эйлера, Гельмгольца, Релея и их парных взаимодейст-

вий для трубопровода. В целом изгибная жесткость 

трубопровода, растягивающие силы, внешнее гидроста-

тическое давление стабилизируют, т.е. начальная форма 

трубопровода является устойчивой, а сжимающие силы, 

внутреннее гидростатическое давление, движение жид-

кости с любыми скоростями внутри трубопровода дес-

табилизируют его, т.е. начальная форма трубопровода 

является неустойчивой. Динамическое взаимодействие 

рассмотренных неустойчивостей представляет собой 

предмет отдельного исследования. 

Результаты работы могут найти применение в ана-

лизе статической устойчивости трубопроводов, шлан-

гов, трубок, микротрубок, находящихся под действием 

различных вышеперечисленных факторов. 
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