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 В настоящее время актуальной задачей является моделирование напряженно-
деформированного состояния пористых или многофазных сред. Применение аппарата 
механики сплошных сред к таким средам позволит расширить область решаемых задач. 
Развитие неразрушающих методов контроля, таких как компьютерная томография, позво-
ляет получать данные о структуре различных гетерогенных материалов. Особо остро эта 
задача стоит в областях клинической медицины и биологии. 

В статье приведена методика определения механических свойств репрезентативного 
элемента по данным компьютерной томографии. На основе метода конечных элементов 
для заданной области строится конечно-элементный ансамбль по данным сканирования 
на компьютерном томографе реального образца. Для полученного образца производятся 
численные эксперименты в кинематической постановке, после чего решается задача на-
пряженно-деформированного состояния. Полученные в результате расчетов напряжения 
усредняются и используются для определения компонент тензора упругих констант. Таким 
образом определяются анизотропные свойства репрезентативного элемента. 

Для определения ортотропных свойства репрезентативного элемента вводится целевая 
функция, аргументами которой являются неизвестные направления ортотропии. Эти неиз-
вестные направления определяются из условия минимизации целевой функции. Преобразо-
вание поворота к анизотропной матрице упругих констант позволяет определить компоненты 
тензора упругих констант в осях ортотропии. В качестве иллюстрации методики в работе 
приведены расчеты для пористого образца, произведена оценка полученных результатов. 
Для количественного сравнения использован инвариант тензора напряжений. Полученные 
результаты иллюстрируют не только достаточную точность для описания среды в терминах 
сплошности, но и расхождение результатов в случае большой пористости. 
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 The simulation of the stress-strain state of porous or multiphase media is an important task 
nowadays. The application of the mathematical model of continuum mechanics to such media will 
make it possible to extend the scope of the problems to be solved. The development of non-
destructive methods of control, such as computed tomography, allows obtaining data on the 
structure of various heterogeneous materials. This task is especially important in the areas of 
clinical medicine and biology. 

The paper presents the method aimed at determining mechanical properties of a representa-
tive element using computed tomography. Based on the finite element method for a given region, 
a finite-element ensemble is constructed using the scanning data on a computer tomograph of a 
real sample. For the obtained sample, numerical experiments are performed in the kinematic 
formulation, after which the problem of the stress-strain state is solved. The stresses obtained as 
a result of the calculations are averaged and used to determine the components of the elastic 
constant tensor. Thus, the anisotropic properties of the representative element are determined. 

To determine the orthotropic properties of the representative element, a target function is in-
troduced, the arguments of which are unknown directions of orthotropy. These unknown direc-
tions are determined from the condition of minimizing the objective function. The transformation 
of the rotation to an anisotropic matrix of elastic constants makes it possible to determine the 
components of the elastic constant tensor in the orthotropic axes. As an illustration of the tech-
nique, calculations of a porous sample are given in the paper, and the obtained results are evalu-
ated. For the quantitative comparison, the invariant of the stress tensor is used. The obtained 
results illustrate not only a sufficient accuracy of describing the medium in terms of continuity, but 
also a discrepancy in the results in the case of large porosity. 
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Введение 

 

В настоящее время актуальной задачей является 

моделирование напряженно-деформированного состоя-

ния пористых или многофазных сред. Применение ап-

парата механики сплошных сред для моделирования 

пористых или многофазных сред позволит использовать 

имеющиеся классические решения для анализа большо-

го количества задач. Но остается открытым вопрос при-

ведения таких сред к сплошным. В настоящее время 

в связи с развитием неразрушающих методов контроля 

можно проводить анализ структуры различных гетеро-

генных материалов. Актуальной задачей является опре-

деление связи между структурными и механическими 

свойствами материала [1–8]. Эта задача остро стоит 

в клинической медицине [9–11], в частности учет изме-

нения костной ткани под внешним силовым воздейст-

вием [12–14]. Так, информация о качестве костной тка-

ни может сыграть решающую роль при планировании 

лечения, кроме того, такие данные позволят улучшить 

качество биомеханического моделирования суставов 

и органов опорно-двигательной системы [9–11]. Мето-

ды построения репрезентативной модели для анизо-

тропных сред, в частности, в задачах биомеханики были 

рассмотрены ранее [15–17], в том числе и с привлечени-

ем новых математических объектов, например, таких 

как тензор структуры [18]. На основе обобщения рас-

смотренных подходов [15–17] в настоящей работе 

предлагается методика построения репрезентативного 

элемента пористого материала на основе данных ком-

пьютерной томографии (КТ). 

 

1. Материалы и методы 

 

Построение репрезентативной модели 

 

В описываемом подходе предполагается, что сам 

материал изотропен, а анизотропность репрезентатив-

ного элемента достигается наличием пор. Размеры 

и распределение пор по объему количественно характе-

ризуют анизотропные свойства [18–20]. Как уже упо-

миналось, информация о структуре материала получа-

ется на основе КТ. В этом случае входными данными 

для реконструкции геометрии исследуемого объекта 

является трехмерный массив данных коэффициента 

ослабления рентгеновского излучения [21]. Физический 

размер элемента этого массива соответствует размеру 

вокселя, а размер всего массива – размерности рабочего 

поля КТ. На практике данные коэффициента ослабле-

ния (коэффициента Хаусфилда) нормируются [21]. Для 
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дифференциации материала от воздуха определяется 

порог бинаризации. Тогда массив данных можно транс-

формировать в бинарный, где 1 означает наличие мате-

риала, а 0 – его отсутствие (пора). Для оптимального 

определения порога бинаризации в работе был исполь-

зован метод Отцу [22]. 

Для построения конечно-элементной модели стро-

ится гексагональная равномерная сетка, в которой раз-

мер каждого элемента определяется размерами вокселя. 

Область сетки соответствует области данных КТ. Для 

построения репрезентативной модели сетка модифици-

руется согласно бинарным данным, в этом случае уда-

ляются элементы, соответствующие порам [23, 24]. 

Схематично этот процесс проиллюстрирован на рис. 1. 

 

Рис. 1. Схематичное изображение построения  

конечно-элементной модели 

Fig. 1. Schematic representation of constructing 

the finite element model 

Анизотропная репрезентативная модель 

 

Тензор упругих констант обладает базовой симмет-

рией вида 

.ijkl jikl klijC C C   

Для упрощения представления о тензоре 4-го ранга 

в дальнейшем будем использовать нотацию Фойгта. 

Благодаря этому можно записать тензор в виде симмет-

ричной матрицы 6х6. В этом случае закон Гука пред-

ставим в следующем векторно-матричном виде: 

.C    

В общем случае тензор упругих констант содержит 

21 независимую компоненту. Для определения этих 

констант проводились численные эксперименты. На ос-

нове метода конечных элементов для репрезентативной 

модели проводилось 6 испытаний: 3 испытания на одно-

осное сжатие (рис. 2, а) и 3 на чистый сдвиг (рис. 2, б) 

[18, 25–29]. 

В практических расчетах актуальным вопросом 

является выбор размера репрезентативного элемента 

[30], конечно-элементной сетки, используемой для 

элемента. В данной работе этот вопрос не рассматри-

вается. В численных экспериментах производилось 

кинематическое нагружение образца. В этом случае  

на одной грани (пассивной) накладывались условия 

отсутствия перемещений (грань ABCD на рис. 2),  

а на противоположной (активной) – перемещения,  

соответствующие заданным деформациям (грань 

A’B’C’D’ на рис. 2). После решения задачи напряжен-

но-деформированного состояния (НДС) на пассивной 

грани определяются средние по всем компонентам 

напряжения. Деформации, соответствующие переме-

щениям, должны быть такими, чтобы материал нахо-

дился в упругой зоне. 

     

                      а                                                б 

Рис. 2. Схема нагружения в численных  

экспериментах: а – одноосное сжатие; б – сдвиг 

Fig. 2. Loading scheme in numerical experiments:  

a – is a uniaxial compression; b – is shift 

Для каждого из расчетных случаев в численном 

эксперименте получается 6 осредненных по пассивной 

грани напряжений. Таким образом, для всех расчетных 

случаев получается 36 уравнений, в то время как неиз-

вестных – 21. В нотации Фойгта это может быть пред-

ставлено выражениями, приведенными ниже, в которых 

индекс j отвечает за номер численного эксперимента  

(в описываемой методике j от 1 до 6): 

01
.j j

A

dA C
A

    

Для решения переопределенной системы был при-

менен метод наименьших квадратов (МНК). Таким об-

разом, можно получить осредненные анизотропные 

свойства репрезентативной модели. 

Ортотропная модель подразумевает наличие трех 

ортогональных плоскостей симметрии. В этом случае 

компоненты тензора упругих констант описываются 

девятью независимыми значениями. Соответственно, 

для заданного анизотропного тензора упругих констант 

можно сформулировать две задачи: определение на-

правлений осей ортотропии и определение независимых 

компонент. 

 

Ортотропная репрезентативная модель 

 

Для определения осей ортотропии рассмотрим пре-

образование компонент тензора при повороте [31]: 

6 6
*

1 1

ij mn im jn

m n

C C Q Q
 

 ,  

где  
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2 2 2

11 12 13 12 13 13 11 12 11

2 2 2

21 22 23 23 22 23 21 22 21

2 2 2

31 32 33 33 32 33 31 32 31

31 21 32 22 33 23 33 22 32 23 33 21 31 23 31 22 32 21

31 11 32 21 33 13 33 1

2 2 2

2 2 2

q q q q q q q q q

q q q q q q q q q

q q q q q q q q q
Q

q q q q q q q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q q

  

  

  


           

    2 32 13 33 11 31 13 31 12 32 11

21 11 12 22 13 23 13 22 12 23 13 21 11 23 11 22 12 212 2 2

q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q q q q q q q q

 
 
 
 
 
 
        
 
             

 

ψ( )

Cos Cos Sin Sinψ Sin Sin Cosψ Cos Sin Sin Sinψ Cos

Sin Cos Cos Sinψ Sin Cos Cosψ Sin Sin Cos Sinψ Cos

Cosψ Sin Sinψ Cosψ Cos

q 

          

         

 
 

  
 


 

    

 

Из условия обращения в ноль соответствующих 

компонент тензора в осях ортотропии можно опреде-

лить целевую функцию [2, 16]: 

     

   

3 6 6 3 6
2 2 2

* * *

1 4 4 1 , 4,

3 6
2 2

* *

, 1 , 4

2 2 4

.

4

ij ij ij

i j i j i j j i

ij ij

i j i j

C C C

f

C C

     

 

 





  

 
 

Эта функция в осях ортотропии должна обращаться 

в ноль, а значит, можно сформулировать задачу мини-

мизации целевой функции по искомым углам [2, 15]: 

( ,ψ, ) min.f     

В осях ортотропии тензор упругих констант имеет вид 

11 12 13

22 23

33*

44

55

66

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

0

ij

C C C

C C

C
C

C

C

C

 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

На практике такая идеализация реализуется редко 

ввиду погрешностей, связанных с наличием шумов, би-

наризацией и дискретизацией данных КТ, а также по-

грешностей при решении переопределённой задачи. 

Поэтому после поворота тензора на углы ортотропии 

производится принудительный пересчет компонент из 

условия обнуления соответствующих компонент, при 

этом пересчет ненулевых компонент производится из 

условия равенства напряжений на одном и том же поле 

деформаций. Таким образом, можно получить осред-

ненные ортотропные свойства репрезентативной моде-

ли и направление осей ортотропии. 

 

Модельная задача 

 

Рассмотрим применение описанной методики на при-

мере пористого образца, изготовленного из пластика «Ла-

сил Каст 12». Пористая структура изготавливалась путем 

активной химической реакции во время отливки, рассмот-

рена область 20×20×60 мм. Образец подвергался сканиро-

ванию (рис. 3) на компьютерном томографе Vatech PaX-I 

3D [32], размер вокселя составил 0,2 мм. В этом случае 

возможные микропоры, обладающие меньшим размером, 

чем размер вокселя, влияют на интегральную величину 

коэффициента ослабления в сканируемой точке. При не-

обходимости методику бинаризации можно дополнить 

учетом этих свойств, но в данной работе это не рассматри-

вается. Для бинаризации полученных данных был исполь-

зован метод Отцу [22]. Полученные данные дискретизиро-

вались для конечно-элементного анализа согласно опи-

санной выше методике. 

 

Рис. 3. Данные компьютерной томографии 

Fig. 3. Computed tomography data 

В расчетах для изотропного материала были ис-

пользованы следующие значения механических кон-

стант: модуль Юнга – 2 МПа, коэффициент Пуассона – 

0,3. Образец был разделен на три репрезентативных 

элемента (рис. 4, а). Для каждого образца были рассчи-

таны анизотропные и ортотропные (с определением 

осей ортотропии) тензоры упругих констант по описан-

ной выше методике. Расчеты выполнялись в программ-

ном комплексе ANSYS. Для расчетов использовался 

восьмиузловой конечный элемент с линейной аппрок-

симацией solid185. В табл. 1 приведены значения де-

формаций, используемых в численных экспериментах. 

Таблица 1 

Величины деформаций, используемых  

в численных экспериментах 

Table 1 

Strain values used in numerical experiments 

Заданная  

деформация 

Номер эксперимента 

1 2 3 4 5 6 
0

1  1/30 0 0 0 0 0 

0

2   0 1/30 0 0 0 0 

0

3   0 0 1/30 0 0 0 

0

4   0 0 0 1/60 0 0 

0

5   0 0 0 0 1/60 0 

0

6   0 0 0 0 0 1/60 
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Описанная методика была применена для изучаемо-

го образца. Рассмотрим подробнее компоненты тензора 

упругих констант на примере одного из репрезентатив-

ных элементов. Для краткости в дальнейшем будем 

опускать размерность компонент, понимая ее как МПа, 

а также приводить только половину значений компо-

нент ввиду симметричности тензора. 

 

2. Результаты и обсуждение 

 

После интегрирования полученных в результате 

решения задачи НДС и решения переопределенной сис-

темы уравнений можно получить компоненты тензора 

упругих констант: 

2981,74 112,88 100,47 29,24 296,83 172,55

2506,67 58,09 185,54 113,01 24,99

3313,58 38,40 68,78 182,17

1300,44 168,71 40,89

2043,84 109,09

393,03

ans

ijC

    
 

  
 

  
 
 
  
 

 

После минимизации целевой функции для  

данного тензора были определены углы поворота: 

42,60 ,ψ=85,14 , 89,39    . Поворот тензора на 

эти углы приводит тензор упругих констант к следую-

щему виду: 

1901,25 1020,94 91,20 0,21 127,01 144,73

2158,08 32,83 188,04 102,89 163,14

2506,99 117,26 142,92 160,37

833,93 457,13 16,01

849,42 103,13

6525,31

ort

ijC

  
 

 
  

  
 

 
  
 

 

Как уже было отмечено выше, ввиду накопления 

погрешностей тензор в осях ортотропии отличается от 

теоретического вида. Принудительное представление 

тензора приводит к виду 

*

1940,53 888,148 87,94 0 0 0

2419,70 92,28 0 0 0

2443,02 0 0 0

691,76 0 0

615,88 0

6142,51

ort

ijC

 
 

 
 

  
 
 
  
 

 

Для каждого репрезентативного элемента были оп-

ределены такие матрицы анизотропии и ортотропии. 

Для оценки качества такого осреднения был проведён 

проверочный расчет. Для этого образец с нижнего торца 

жестко фиксировался, а к верхнему торцу прикладыва-

лась нагрузка 400 Н (см. рис. 4, а).  

В расчетах рассматривалось три модели: первая  

модель – прямое моделирование, то есть построение 

конечно-элементного ансамбля на основе бинаризиро-

ванных данных КТ всего образца; вторая состояла из 

репрезентативных элементов с анизотропными свойст-

вами; третья состояла из репрезентативных элементов 

с ортотропными свойствами, определенными в найден-

ных осях ортотропии.  

Таблица 2 

Усредненные значения расчетных значений интенсивности  

напряжений (МПа) для репрезентативной области  

Table 2 

Results of averaged stress intensities (MPa)  

for the representative region 

Тип модели 
Кол-во  

конечных эл. 

1-й эле-

мент 

2-й эле-

мент 

3-й эле-

мент 

Изотропная 3000000 1,23 1,20 1,30 

Анизотропная 3 1,04 1,22 1,72 

Ортотропная 

3 23,01 21,54 18,75 

24 1,78 1,40 2,10 

81 1,43 1,03 0,99 

192 1,35 1,01 0,99 

375 1,28 1,00 0,99 

375000 1,01 1,01 1,02 
 

Для количественной оценки репрезентативных моде-

лей использовалась интенсивность напряжений, которую 

стоит понимать как инвариантную величину получаемых 

тензоров напряжений. На рис. 4, б приведены результаты 

интенсивности напряжений для первой модели. Стоит 

отметить большое количество концентратов напряжений, 

связанных с численной реализацией. На рис. 4, в приведе-

ны аналогичные расчеты для второй модели. Можно отме-

тить, что максимальные значения напряжений локализу-

ются в тех же областях, где и концентраты напряжений 

для первой модели. Для третьей модели возникали боль-

шие концентраты напряжений, поэтому элементы подвер-

гались сгущению сетки. На рис. 4, г приведены результаты 

интенсивности напряжений для третьей модели, в которой 

каждый элемент был сгущен на 5
3
 элементов. 

 

    
а б в г 

Рис. 4. Расчетная модель (а), интенсивность  

напряжений (МПа): б – прямая модель;  

в – анизотропная модель; г – ортотропная модель 

Fig. 4. Calculation model (a), stress intensity (MPa):  

b – is a direct model; с – is an anisotropic model;  

d – is an orthotropic model 
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Для количественной оценки результатов произво-

дилось осреднение интенсивности напряжений в об-

ластях репрезентативных элементов. В табл. 2 приве-

дены результаты такого осреднения, а для ортотроп-

ной модели отдельно приведены результаты для 

сгущенной сетки. Можно отметить наличие сходимо-

сти при сгущении сетки для ортотропной модели. Сто-

ит отметить достаточно большое расхождение резуль-

татов для третьего репрезентативного элемента. Это 

может быть объяснено увеличением пористости в об-

разце (порядка 50 %), что наводит на мысль о несо-

стоятельности выбранных размеров репрезентативного 

элемента для этой области. 

 

Выводы 

 

1) Приведена методика для построения репрезента-

тивной анизотропной и ортотропной моделей по дан-

ным компьютерной томографии. 

2) Приведены результаты применения описанной 

методики. Оценка результатов производилась в тер-

минах инварианта (интенсивность напряжений). 

3) При моделировании принимались следующие 

допущения: сам материал предполагается изотропным, 

анизотропность возникает ввиду наличия пор, и количе-

ственно анизотропия характеризуется размерами и за-

коном распределения пор. 

4) Применение описанной методики позволяет на ос-

новании данных томографии строить осреднённые модели 

сплошной среды. Но стоит отметить необходимость оцен-

ки размера репрезентативного элемента по отношению 

к размерам пор для повышения качества результатов, что 

планируется сделать в дальнейших исследованиях. 
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