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 Одним из наиболее перспективных подходов к оценке целостности железобетонных 
конструкций является вибрационная диагностика, в основе которой лежит исследование 
вибрационных процессов, вызванных ударными нагрузками. В этих подходах анализиру-
ются распространение ударной волны по исследуемой конструкции и влияние дефектов на 
этот процесс. Важным элементом системы ударно-волнового контроля является матема-
тическая модель конструкции. Ее адекватность обеспечивается точностью определения 
жесткостных и диссипативных характеристик материала конструкции. Особенно важным 
является этот вопрос для бетона, так как для каждой конкретной конструкции механиче-
ские свойства бетона могут значительно различаться. 

В данной работе предложен расчетно-экспериментальный подход для идентификации 
механических характеристик бетона. В рамках вязкоупругой модели анализируется де-
формационный отклик бетонного образца на ударную нагрузку. Численное решение 
начально-краевой задачи распространения ударной волны в образце получено методом 
конечных элементов с использованием программного комплекса ANSYS. На основе ре-
зультатов моделирования предложена структурная схема эксперимента по анализу де-
формационного отклика образца на ударное воздействие. На основе моделирования раз-
работан алгоритм обработки экспериментальных результатов. В эксперименте возбужда-
лись свободные колебания бетонного образца с помощью ударника, оснащенного 
виброметром, и регистрировался деформационный отклик в характерных точках образца. 
Разработана итерационная вычислительная процедура, обеспечивающая согласование 
между численными и экспериментальными результатами за счет уточнения значений ме-
ханических характеристик материала.  

Надежность и эффективность предлагаемого подхода продемонстрированы на при-
мере идентификации свойств конкретного бетонного образца. Полученные значения меха-
нических характеристик справедливы в диапазоне частот (5,6±0,5) кГц. Предлагаемый 
алгоритм может быть использован для идентификации механических характеристик бето-
на в любом частотном диапазоне, а также открывает возможности анализа зависимостей 
упругих и диссипативных свойств материалов от частоты. 
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 Vibration diagnostics is one of the most promising approaches for the diagnostic of rein-
forced concrete structures integrity, which analyzes natural vibrations caused by impact loads. It 
concentrates on the propagation of the shock wave through the elements of the structure and the 
effect of defects on this process. An important element of the shock wave control system is a 
mathematical model of the structure. The mathematical modeling accuracy is ensured by a pre-
cise determination of the material elastic and dissipative characteristics. This aspect is essentially 
important for concrete since its characteristics may vary much. 

The paper presents a theoretical and experimental approach to determining elastic and dis-
sipative characteristics of concrete. In the framework of the viscoelastic model, the deformation 
response of a concrete specimen to a localized shock impulse load is analyzed. A numerical 
solution of the initial boundary value problem is obtained by the finite-element method using the 
ANSYS software. Based on this solution, the structural scheme of experiments has been ob-
tained. In the experiments, free vibrations of the specimen are excited using a striker equipped 
with a vibrometer. The deformation response at reference points of the sample is recorded with a 
laser vibrometer. A special iterative procedure ensuring the agreement between the numerical 
and experimental results is developed. The agreement is achieved by the correction of the me-
chanical characteristics of the material. 

The reliability and effectiveness of the proposed approach are demonstrated by considering 
the vibration processes in a concrete specimen. Model parameters are obtained for description of 
elastic and dissipative characteristics of concrete at frequency range of 5.6±0.5 kHz. The pro-
posed algorithm can be used to identify the properties of concrete in any frequency range. It rep-
resents the possibilities for determining the frequency dependence of the elastic and dissipative 
properties of materials. The described approach can be used to identify the elastic and dissipa-
tive characteristics of other materials. 
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Введение 

 

Одним из наиболее перспективных подходов 

к оценке целостности железобетонных конструкций 

является вибрационная диагностика, в основе которой 

лежит исследование вибрационных процессов, вызван-

ных ударными нагрузками [1–3]. В этих подходах ана-

лизируются распространение ударной волны по иссле-

дуемой конструкции и влияние дефектов на этот про-

цесс [4–12]. Математическое моделирование процесса 

распространения волн является важным элементом виб-

рационной диагностики [13–16]. Достоверность описа-

ния деформационного поведения элементов железобе-

тонных конструкций при воздействии динамических 

нагрузок во многом определяется точностью соответ-

ствия упругих и диссипативных характеристик модели 

свойствам реального материала. Особенно актуален 

этот вопрос для бетона, так как для каждой конкретной 

конструкции механические свойства бетона могут раз-

личаться значительно [17–20]. Знание физико-механи-

ческих свойств конкретных образцов бетона необходи-

мо для верификации параметров моделей деформирова-

ния и прочности железобетона, используемых при 

анализе напряженно-деформированного состояния ре-

альных конструкций [21]. Особенно важным становится 

этот вопрос для обеспечения адекватной работы анали-

тического блока систем долговременного деформаци-

онного мониторинга, которые требуют специальной 

настройки, чтобы обеспечить соответствие процессов, 

отображаемых численной моделью, реальным процес-

сам, происходящим в инспектируемой конструкции. 

Значения основных механических характеристик 

бетона могут быть получены в испытаниях, регламен-

тированных нормативными документами [22–24]. Од-

нако среди этих испытаний практически отсутствуют 

подходы и методы, дающие возможность получить зна-

чения механических параметров, необходимых для мо-

делирования динамических деформационных процес-

сов. Обычно в этих моделях используют параметры, 

получаемые в статических экспериментах, но в этом 

случае они не могут обеспечить достоверность матема-

тического моделирования.  

Для идентификации физико-механических свойств 

материала могут быть использованы эксперименты по 

измерению скорости распространения упругих волн либо 

по регистрации затухающих свободных колебаний [25–

32]. Одним из основных недостатков этих подходов яв-

ляется идеализация динамического вибрационного (или 

волнового) деформационного процесса при математиче-

ской интерпретации экспериментальных измерений. Как 
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правило, в этих математических моделях не учитывается 

трехмерность деформационного процесса, соответству-

ющего конкретному экспериментальному образцу. 

Данная работа посвящена определению параметров 

вязкоупругой модели бетона на основе интерпретации 

результатов регистрации свободных колебаний бетон-

ного образца, вызванных воздействием локализованной 

ударной импульсной нагрузки. В эксперименте реги-

стрируется скорость на поверхности образца в момент 

контакта с ударником и скорость в характерных точках 

на поверхности образца. Интерпретация эксперимен-

тальных измерений реализуется на основе численных 

решений трехмерной начально-краевой задачи о сво-

бодных колебаниях образца, физические свойства кото-

рого описываются в рамках вязкоупругой модели. Ис-

комые значения упругих и вязких характеристик бетона 

устанавливаются из предложенной итерационной по-

следовательности численных решений. 

 

1. Математическая модель собственных коле-

баний бетонного образца 

 

Математическая модель описывает свободные ко-

лебания бетонного образца, вызванные воздействием 

ударника. Образец имеет форму правильной призмы 

длиной L, с основанием в виде квадрата со стороной A 

(рис. 1, а). Объем призмы обозначим V, поверхность 

контактного взаимодействия ударника с образцом – S. 

На призму со стороны ударника воздействует импульс-

ная сила F(t), зависимость которой от времени t показа-

на на рис. 1, б. Длительность силового воздействия 

определяется величиной τ.  

 
 

а б 

Рис. 1. Расчетная схема (а) и форма силового импульса (б) 

Fig. 1. Calculation scheme (a) and force impulse shape (b) 

Напряженно-деформированное состояние образца, 

реализующееся при воздействии на него ударника, опи-

сывается следующими соотношениями:  

уравнения равновесия 

 
2

2
div , V

t


   



U
x ; 

*0,t t ; (1) 

геометрические соотношения 

   T1

2
    U U ; (2) 

физические соотношения, учитывающие как упру-

гость, так и вязкость бетона [33], 

    2 E 2 E
1 2 1 2

G I G I
    

            
      

. (3) 

Здесь  1 2 3, ,x x xx  – декартовы координаты точки; 

, ,    – поля тензоров напряжений, деформаций и ско-

рости деформаций; U  – вектор перемещений, который 

зависит от аргументов x  и t; *t  – время, существенно 

превышающее периоды свободных колебаний;   – на-

бла-оператор;  I  ,  I   – первые инварианты тензо-

ров деформации и скорости деформации; E  – единич-

ный тензор; ρ – плотность; G – модуль сдвига;  – ко-

эффициент Пуассона бетона в предположении изотро-

пии свойств; β – параметр, определяющий вклад вязких 

сил в тензор напряжений.  

Граничные условия задаются в соответствии с усло-

виями проведения эксперимента. В эксперименте бе-

тонный образец подвешивался на тонких нитях, что 

обеспечивало возможность формулировки граничных 

условий в виде отсутствия усилий и связей на считаю-

щейся свободной поверхности \S S  образца. Следует 

отметить, что возникающее при этом напряжение от 

действия силы тяжести не может оказать существенного 

влияния на собственные колебания бетонного образца в 

силу малости напряженного состояния и большой изги-

бной жесткости образца [33]. 

В зоне контакта ударника с поверхностью образца 

действовала сила, направленная по нормали к поверх-

ности. Значение ее определялось в эксперименте по 

данным акселерометра, установленного на ударнике. 

Зарегистрированное ускорение  nw t  ударника массой 

*M  в течение интервала контакта τ позволило рассчи-

тать значение усилия, производимого ударником: 

   *

nF t M w t . Таким образом, граничные условия 

описываются следующими уравнениями:  
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 , 0, ;F t S    n n n n x  

 0, \S S  n x , (4) 

где n – вектор нормали к поверхности образца. 

Начальные условия для скоростей и перемещений 

принимались нулевыми. Численное решение начально-

краевой задачи (1)–(4) в трехмерной постановке было 

получено методом конечных элементов с использовани-

ем программного средства ANSYS.  

 

2. Схема эксперимента и обработка данных 

 

Схемы экспериментов представлены на рис. 2. Об-

разцом для испытаний является бетонная призма разме-

рами 100×100×400 мм. Плотность бетона определялась 

взвешиванием образца, используемого в эксперименте, 

и в данном конкретном случае она составила 2464 кг/м3. 

Возбуждение свободных колебаний образца осу-

ществлялось ударником, оснащенным акселерометром. 

При этом использовались две схемы возбуждения колеба-

ний, что объясняется необходимостью определения двух 

упругих характеристик – модуля Юнга Е и упругого мо-

дуля сдвига G. Воздействие ударником вдоль продольной 

оси образца (рис. 2, а) приводит к возникновению свобод-

ных колебаний с доминирующими продольными модами. 

Их частоты в значительной степени определяются моду-

лем Юнга Е. Воздействие ударником на боковую поверх-

ность образца (рис. 2, б) приводит к возбуждению колеба-

ний с доминирующими изгибно-крутильными формами. 

Для этих колебаний собственные частоты определяются 

в значительной степени упругим модулем сдвига G. 

Регистрация виброграмм перемещений в локальных 

точках образца по нормали к его поверхности осу-

ществлялась лазерным виброметром Polytec PDV 100. 

Точки регистрации выбирались так, чтобы в них можно 

было зафиксировать доминирующие собственные фор-

мы. 

Алгоритм обработки экспериментальных данных 

опишем на примере продольных колебаний (см. рис. 2, а). 

Он состоит из нескольких этапов. На первом выделяет-

ся временная область τ, в пределах которой регистри-

руются свободные колебания. На экспериментальной 

виброграмме скорости (рис. 3, а) этот интервал соответ-

ствует 15–40 мс. Для этого сигнала строится Фурье-

образ (рис. 3, б) и определяется значение доминирую-

щей собственной частоты: в данном случае оно соста-

вило 
exp 4882 Гцlongf  . На втором этапе выполняется  

полосовая фильтрация резонансной частоты. Вибро-

грамма, полученная в результате фильтрации, и соот-

ветствующий ей Фурье-образ показаны на рис. 4, а, б. 

На третьем этапе отслеживается эволюция амплитуд-

ных значений скорости. На рис. 5, а эти значения отме-

чены красными крестиками. Зависимость амплитуды от 

времени в логарифмическом масштабе показана на 

рис. 5, б, здесь же приведена линейная аппроксимация 

этой зависимости. На основе линейной аппроксимации 

вычисляется логарифмический декремент затухания. 

В данном случае он составил 
e 3xp 33,38 10long

  . 

 

а 

 
б 

Рис. 2. Схемы возбуждения продольной (а) и изгибно-

крутильной (б) форм колебаний: 1 – бетонная призма;  

2 – вектор ударного воздействия; 3 – лазерный виброметр 

Fig. 2. Excitation of longitudinal vibrations (a) and bending-

torsional vibrations (b): 1 – concrete prism;  

2 – impact vector; 3 – laser vibrometer 

Аналогичным образом обрабатываются результаты 

второго эксперимента – возбуждения изгибно-крутильных 

форм колебаний образца (см. рис. 2, б). Эксперименталь-

ные зависимости и результаты их обработки представлены 

на рис. 6–8. В результате обработки полученных данных 

вычислены следующие характеристики колебаний: соб-

ственная частота для изгибно-крутильной формы колеба-

ний 
exp 5  3 Гц6 0rotf  , соответствующий логарифмический 

декремент затухания 
x 3e p 39,25 10rot

  . 

 

а 

 

б 

Рис. 3. Продольные колебания: исходная виброграмма скорости (а) и соответствующий ей Фурье-образ (б) 

Fig. 3. Longitudinal vibrations: original velocity vibrogram (a), and corresponding Fourier image (b) 
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а 

 
б 

Рис. 4. Виброграмма скорости, отфильтрованная в области первого резонанса (
exp 4,882 кГцlongf  ) (а),  

и соответствующий ей Фурье-образ (б) 

Fig. 4. Velocity vibrogram filtered in the vicinity of the first resonance frequency (
exp 4.882 kHzlongf  ) (a)  

and corresponding Fourier image (b) 

 
а 

 
б 

Рис. 5. Отфильтрованная виброграмма скорости с отмеченными амплитудными значениями (а);  

изменение амплитуды в логарифмическом масштабе (б) 

Fig. 5. Filtered velocity vibrogram with marked amplitude values (a);  amplitude evolution in the logarithmic scale (b) 

 
а 

 
б 

Рис. 6. Изгибно-крутильные колебания: исходная виброграмма скорости (а) и соответствующий ей Фурье-образ (б) 

Fig. 6. Bending-torsional vibrations: original velocity vibrogram (a); and corresponding Fourier image (b) 

 
а 

 
б 

Рис. 7. Виброграмма сигнала, отфильтрованного в окрестности частоты
exp 5,63 кГцlongf  (а), и соответствующий ей Фурье-образ (б) 

Fig. 7. Velocity vibrogram filtered in the vicinity of the eigenfrequency of 
exp 5,63 kHzlongf   (a) and corresponding Fourier image (b) 

 
а 

 
б 

Рис. 8. Отфильтрованная виброграмма скорости с отмеченными амплитудными значениями (а); изменение амплитуды  

в логарифмическом масштабе (б) 

Fig. 8. Filtered velocity vibrogram with marked amplitude values (a); amplitude evolution in the logarithmic scale (b) 
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Все экспериментально полученные значения частот 

свободных колебаний, логарифмических декрементов 

затухания и плотности были использованы далее в вы-

числительном алгоритме для определения характери-

стик бетона: упругих модулей (Е, G), коэффициента 

Пуассона  и параметра , характеризующего диссипа-

тивные свойства бетона. 

 

3. Определение параметров модели 

 

Предлагаемый вычислительный алгоритм для опре-

деления упругих и диссипативных характеристик бето-

на состоит в итерационной последовательности реше-

ния начально-краевой задачи (1)–(4). На каждой итера-

ции решается две задачи, соответствующие первой 

и второй схемам нагружения, реализованным в экспе-

рименте. 

На первой итерации в качестве начального приближе-

ния были использованы нормативные значения упругих 

и диссипативных характеристик бетона (
0 930 10 ПаE   , 

0 0,2  , 
0 710 с  ) [34]. Здесь и далее верхний индекс 

определяет номер итерации. В результате решения 

начально-краевой задачи были получены виброграммы 

скоростей перемещений по нормали к поверхности в 

точках образца, соответствующих точкам регистрации 

виброграмм в эксперименте (рис. 3, а и 6, а). Эти вибро-

граммы были обработаны в соответствии с тем же алго-

ритмом, который использовался для анализа экспери-

ментальных виброграмм. В результате были получены 

значения частот свободных колебаний (
1

longf ,
1

rotf ) и ло-

гарифмических декрементов затухания (
1

long , 
1

rot ) на 

первой итерации ( 1i  ). 

Далее полагаем, что в определении частот свобод-

ных продольных колебаний бетонного образца (первая 

схема нагружения) доминирующую роль играет модуль 

Юнга E, а квадрат собственной частоты по выделенной 

доминирующей моде прямо пропорционален жесткости. 

Тогда следующее приближение модуля Юнга может 

быть получено из рекуррентного соотношения [35] 

2
exp

1 , 0,1,2,...,
longi i

i

long

f
E E i N

f


 

  
 
 

. 

Рассуждая аналогичным образом относительно дис-

сипативных свойств, можно предположить, что лога-

рифмический декремент прямо пропорционален пара-

метру β. Из этого следует, что каждое последующее 

приближенное значение диссипативного параметра β 

может быть определено из рекуррентного соотношения  

exp

1 , 0,1,2,...,
longi i

i

long

i N


   


. 

Далее полагаем, что в определении частот свобод-

ных изгибно-крутильных колебаний образца (вторая 

схема нагружения) доминирующую роль играет модуль 

сдвига G, а квадрат частоты для выделенной домини-

рующей моды прямо пропорционален жесткости.  

Тогда следующее приближение для модуля сдвига 

может быть получено из рекуррентного соотношения 

2
exp

1 , 0,1,2,...,
rot

rot

i i

i

f
G G i N

f


 

  
 
 

. 

В соответствии с известным соотношением [35], ко-

эффициент Пуассона на 1i   итерации определяется 

следующим образом: 

1
1

1
1

2

i
i

i

E

G





   . 

Далее выполняется решение двух указанных 

начально-краевых задач с новыми значениями парамет-

ров E, G, , . Ограничением необходимого количества 

итераций N является условие достижения заданной 

нормы разности между экспериментальными и расчет-

ными значениями собственных частот, а также между 

экспериментальными и расчетными значениями лога-

рифмического декремента затухания.  

В табл. 1 приведено сравнение собственных частот 

и логарифмических декрементов, полученных в резуль-

тате итерационной процедуры, с экспериментально из-

меренными значениями. Такое соответствие между экс-

периментальными и расчетными значениями достигну-

то на 17-й итерации. На рис. 9 изображены собственные 

формы, по которым выполнялся поиск параметров мо-

дели, а также показаны поля амплитуды вектора пере-

мещений. 

 

Таблица 1 

Table 1 

Параметр Расчет Эксперимент 

longf , Гц 4882 4881.9 

long  33,38·10–3 33.38e-3 

rotf , Гц 5630 5629.7 

rot
 

39,25·10–3 38.50e-3 
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а 

 
б 

Рис. 9. Изополя амплитуды вектора перемещений для продольной (а) и изгибно-крутильной (б) собственных форм  

Fig. 9. The fields of the displacement vector amplitude for longitudinal eigenmode (a); idem for bending-torsional eigenmode (b) 

Таблица 2 

Table 2 

Параметр 
Начальное приближе-

ние 

Итоговое  

значение 

Относительная разность  

значений, % 

Модуль упругости E, Па 930 10  
937,89 10  26 

Коэффициент Пуассона  0,2 0,277 38 

Параметр, характеризующий вязкость, β, с 10-7 73,464 10  246 

 

Заключение 

 

Предложен экспериментально-расчетный алгоритм 

определения упругих и диссипативных свойств бетона. 

Разработана и реализована структурная схема экспери-

мента и алгоритм обработки экспериментальных ре-

зультатов. Предложен и реализован итерационный вы-

числительный алгоритм для определения упругих и 

диссипативных характеристик бетона на основе анализа 

трехмерного деформационного процесса распростране-

ния ударной волны в бетонном образце. Достоверность 

и эффективность предложенного подхода продемон-

стрированы на примере определения упругих и дисси-

пативных характеристик конкретного бетонного образ-

ца в частотном диапазоне (5,6 ± 0,5) кГц.  

Предложенный подход открывает возможности 

анализа зависимостей упругих и диссипативных 

свойств материалов от частоты, если анализировать по 

данному алгоритму результаты свободных колебаний 

по нескольким собственным частотам. Данный метод 

является достаточно универсальным и может быть ис-

пользован для идентификации свойств других матери-

алов. 
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