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 Рассматриваются основные положения и уравнения прикладной теории неупругости, от-
носящейся к классу теорий течения при комбинированном упрочнении. Прикладная теория 
неупругости является простейшим инженерным вариантом теории неупругости, который может 
использоваться для практических расчетов выработанного и остаточного ресурса материала 
конструкций высоких параметров в условиях повторности и длительности воздействия термо-
механических нагрузок. Тензор скоростей деформаций представлен в виде суммы тензоров 
скоростей упругой и неупругой деформаций, т.е. здесь нет условного разделения неупругой 
деформации на деформации пластичности и ползучести. Упругая деформация следует обоб-
щенному закону Гука. Вводится поверхность нагружения, которая изотропно расширяется или 
сужается и смещается в процессе нагружения. Для радиуса поверхности нагружения (изотроп-
ное упрочнение) формулируется эволюционное уравнение, обобщенное на неизотермическое 
нагружение и процессы возврата механических свойств при отжиге. Смещение поверхности 
нагружения (анизотропное упрочнение) описывается на основе эволюционного уравнения с 
трехчленной структурой, обобщенного на неизотермическое нагружение и процессы снятия 
микронапряжений (смещения) при обжиге. Для определения тензора скоростей неупругой де-
формации используется ассоциированный (градиентальный) закон течения. Для жестких (за-
даны деформации) и мягких (заданы напряжения) режимов нагружения получены выражения 
для определения скорости накопленной неупругой деформации. Сформулированы условия 
упругого и неупругого состояний. Для описания нелинейных процессов накопления поврежде-
ний вводится кинетическое уравнение накопления повреждений, где в качестве энергии, расхо-
дуемой на создание повреждений в материале, принимается энергия, равная работе микрона-
пряжений на поле неупругих деформаций. Здесь это кинетическое уравнение обобщено на 
неизотермическое нагружение и процессы охрупчивания и залечивания повреждений. Выде-
ляются материальные функции, замыкающие прикладную теорию неупругости, формулируется 
базовый эксперимент и метод идентификации материальных функций. Рассматривается при-
мер определения материальных функций по результатам базового эксперимента и приводятся 
материальные функции для нержавеющей стали 12Х18H9 в диапазоне температур от 20 до 
650 °C. Далее дается перечень экспериментов и конструкционных сталей и сплавов, на которых 
была проведена верификация прикладной теории неупругости в условиях пластического и 
неупругого (вязкопластического) деформирования, изотермического и неизотермического, про-
стого и сложного нагружений. В заключение обсуждается область применимости прикладной 
теории неупругости.  
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 We consider the main features and equations of the applied theory of inelasticity relating to 
the class of flow theories with combined hardening. The applied theory of inelasticity is the sim-
plest engineering version of the theory of inelasticity; and can be used for calculations of the 
worked out and residual resource of high-performance structural materials under repeated and 
long-term thermomechanical loads. The strain rate tensor is represented as the sum of the elastic 
and inelastic strain tensors, i.e. here there is no conditional separation of inelastic deformation by 
deformation of plasticity and creep. The elastic deformation follows the generalized Hooke’s law. 
A loading surface is introduced that isotropically expands or reduces and displaces during load-
ing. For the radius of the loading surface (isotropic hardening), an evolutional equation is general-
ized to nonisothermal loading and restoration of mechanical properties during annealing. The 
displacement of the loading surface (anisotropic hardening) is described through the evolution 
equation with a three-member structure, generalized to non-isothermal loading and the back 
stresses removal (displacement) during firing. To determine the rate tensor of inelastic defor-
mation, the associated (gradient) flow law is used. For rigid (given deformations) and soft (given 
stresses) loading regimes, expressions are obtained to determine the rate of the accumulated 
inelastic deformation. Conditions of elastic and inelastic states are formulated. To describe the 
nonlinear processes of damage accumulation, the kinetic equation of damage accumulation is 
introduced, where the energy equal to the work of back stresses on the field of inelastic defor-
mations is assumed as the energy spent on creation of damages in the material. Here this kinetic 
equation is generalized to nonisothermal loading and processes of embrittlement and healing of 
damages. The material functions closing the applied theory of inelasticity are singled out; the 
basic experiment and the material functions identification method are formulated. An example of 
determining the material functions from the basic experiment results is considered and material 
functions for 12Х18H9 stainless steel in the temperature range from 20 °C to 650 °C are given. 
Further we give a list of experiments and structural steels and alloys on which the applied inelas-
ticity theory was verified under plastic and inelastic (viscoplastic) deformations, isothermal and 
nonisothermal, simple and complex loadings. In conclusion, we discuss the application of the 
theory of inelasticity. 
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Введение 

 

Вопросам построения прикладных вариантов тео-

рий термовязкопластичности и неупругости посвящено 

большое количество работ. Основные направления по-

строения теорий и обширную библиографию по этому 

вопросу можно найти в монографиях, обзорах и отдель-

ных работах А.А. Ильюшина [1, 2], В.В. Новожилова 

[3], Ю.Н. Работнова [4], И.А. Биргера [5], В.С. Бондаря 

[6–9], Р.А. Васина [10], Ю.И. Кадашевича [3], Л.М. Ка-

чанова [11], Ю.Г. Коротких, И.А. Волкова и Л.А. Игум-

нова [12–15], Н.Н. Малинина [16], Ю.М. Темиса [17], 

Кремпла [18, 19], Криега [20–22], Леметри [23], Лин-

хольма [24], Миллера [25–27], Оно [28–31], Харта [32], 

Шабоша [33–38] и др. 

Наибольшее распространение в практических рас-

четах в настоящее время получили прикладные вариан-

ты теории течения, базирующиеся на концепции ком-

бинированного упрочнения. Среди этих вариантов тео-

рий теории В.С. Бондаря [6–9], Ю.Г. Коротких [12–15] и 

Шабоша [33–38] являются наиболее экспериментально 

обоснованными и широко применяемыми для расчетов 

ресурса материалов конструкций при термовязкопла-

стическом деформировании в условиях повторности и 

длительности термомеханических воздействий. Следует 

отметить, что в вариантах теорий Ю.Г. Коротких и Ша-

боша деформации разделяются на упругие, пластиче-

ские и ползучести, а в варианте теории В.С. Бондаря – 

на упругие и неупругие. Поэтому первые варианты от-

носятся к теории термовязкопластичности, а послед-

ний – к теории неупругости. Соответственно, и эволю-

ционные уравнения для радиуса поверхности нагруже-

ния, смещений (микронапряжений) и накопления 

повреждений в первом случае строятся отдельно для 

пластичности и ползучести, а во втором случае – только 

для неупругости. Следует отметить, что разделение не-

обратимой деформации на деформации пластичности 

и ползучести весьма условно. При быстрых процессах 

деформации ползучести малы и ими пренебрегают 

и говорят о пластическом деформировании, при мед-

ленных процессах имеют место и пластические дефор-

мации, и деформации ползучести, и разделение их 

весьма условно, т.е. в данном случае необратимая де-

формация едина. Разрушение при быстрых процессах 

деформирования обычно носит вязкий характер при 

накоплении повреждений в теле зерна, а при очень мед-

ленных процессах – хрупкий характер при накоплении 

повреждений по границам зерен. Поэтому в первых ва-
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риантах процессы накопления повреждений разделены 

и описываются разными кинетическими уравнениями. 

Основным недостатком первого подхода является от-

сутствие взаимного влияния процессов пластичности 

и ползучести как при деформировании, так и при раз-

рушении, что противоречит экспериментальным ре-

зультатам [4–6, 10–16]. Во втором случае история про-

цесса деформирования и взаимовлияние пластичности 

и ползучести учитывается априори – быстрый процесс 

влияет на последующий медленный и наоборот. Что 

касается разрушения, то наличие в уравнениях теории 

кинетического уравнения, описывающего охрупчива-

ние, дает возможность как вязкого (при значительных 

деформациях и кратковременных процессах или малом 

числе циклов), так и хрупкого (при небольших дефор-

мациях и больших длительностях процесса, а также при 

многоцикловой усталости) разрушения. Соответствен-

но, этот вариант теории позволяет моделировать и сме-

шанные виды деформирования, и разрушения. 

Следует отметить некоторые особенности рассмат-

риваемой здесь прикладной теории неупругости: 

– деформация имеет упругую и неупругую состав-

ляющие (нет условного разделения на деформации пла-

стичности и ползучести); 

– поверхность нагружения может смещаться, рас-

ширяться, сужаться или иметь постоянный размер; 

– нагружение, соответствующее движению по по-

верхности нагружения, не всегда является нейтральным 

(упругим); 

– трехчленная структура уравнений для смещения 

поверхности нагружения обусловливает снятие ограни-

чений на траектории сложного нагружения; 

– кинетические уравнения накопления повреждений 

построены на энергетическом принципе с учетом про-

цессов охрупчивания и залечивания и адекватно отра-

жают нелинейные процессы накопления повреждений; 

– уравнения неупругого поведения и накопления 

повреждений взаимосвязаны, т.е. повреждение влияет 

на поведение, а история нагружения на процесс повре-

ждения; 

– основу метода идентификации материальных 

функций составляет обработка кривых базового экспе-

римента, не связанная с определением пределов текуче-

сти и других величин с какими-либо допусками; 

– базовыми экспериментами, на которых построен 

метод идентификации материальных функций, являют-

ся стандартные испытания материала на малоцикловую 

и длительную прочность, а также деформирование в 

условиях пластичности и ползучести. 

В настоящей работе рассматриваются основные по-

ложения и уравнения прикладной теории неупругости, 

относящейся к классу теорий течения при комбиниро-

ванном упрочнении. Выделяются материальные функ-

ции, замыкающие прикладную теорию неупругости, 

формулируется базовый эксперимент и метод иденти-

фикации материальных функций. Рассматривается при-

мер определения материальных функций по результа-

там базового эксперимента, и приводятся материальные 

функции для нержавеющей стали 12Х18H9 в диапазоне 

температур от 20 до 650 °С. Дается перечень экспери-

ментов и конструкционных сталей и сплавов, на кото-

рых была проведена верификация прикладной теории 

неупругости в условиях пластического и термовязко-

пластического деформирования, изотермического и не-

изотермического, простого и сложного нагружения. 

 

1. Основные положения и уравнения  

 

Материал однороден и начально изотропен. Рас-

сматриваются малые деформации поликристаллических 

конструкционных сталей и сплавов при температурах, 

когда нет фазовых превращений, и скоростях деформа-

ций, когда динамическими эффектами можно прене-

бречь. В процессе неупругого деформирования в мате-

риале может возникать только деформационная анизо-

тропия. Тензор скоростей деформаций представляется в 

виде суммы тензоров скоростей упругой и неупругой 

деформаций: 

 
e н

ij ij ij     .   (1) 

Следует отметить, что здесь нет условного разделе-

ния неупругой деформации на деформации пластично-

сти и ползучести. 

Упругие деформации при изменении напряжений 

следуют обобщенному закону Гука, а при изменении 

температуры – закону температурного расширения. То-

гда с учетом зависимости упругих параметров от тем-

пературы упругие деформации будут определяться сле-

дующим образом: 

  0

1
3e T

ij ij ij ij ij T
E

        
 

,    

 02

1
3T

ij T ij ij ij ij
E

            
 

 

  0

1
3 ,ij ij

dE d

dT E dT


      (2) 

где , , TE    – соответственно модуль Юнга, коэффици-

ент Пуассона, коэффициент температурного расширения, 

являющиеся функциями температуры T; 0 / 3ii    – 

среднее напряжение; ij  – символ Кронекера ( ij =1 при 

i j ; ij  0 при i j ). 

Полагается, что в пространстве составляющих тен-

зора напряжений существует поверхность нагружения, 

разделяющая области упругого и неупругого состояний. 

Поверхность нагружения изотропно расширяется или 

сужается и смещается в процессе нагружения. Началь-

ная поверхность нагружения может быть стянута в точ-

ку. Текущая поверхность нагружения определяется 

процессом нагружения. Воздействие фактора времени 

тоже есть процесс нагружения. Уравнение поверхности 

нагружения принимается в следующем виде: 
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      23
0.

2
ij ij ij ij ijf s a s a C        (3) 

Здесь ij ij ijs s a    – девиатор активных напряжений [3]; 

ijs  – девиатор напряжений; тензор ija (добавочных 

напряжений, остаточных микронапряжений [3,5]) ха-

рактеризует смещение поверхности нагружения в деви-

аторном пространстве напряжений, т.е. направленное 

(анизотропное) упрочнение. Скаляр C отвечает размеру 

(радиусу) поверхности нагружения и характеризует 

изотропное упрочнение. Тензор смещения ija и радиус 

C являются функционалами процесса нагружения. 

Для радиуса поверхности нагружения принимается 

следующее уравнение: 

 
н

*и T RC q q T q    .   (4) 

Здесь 
н

*и  – длина дуги траектории неупругой деформа-

ции (накопленная неупругая деформация); 
н

*и  – интен-

сивность скоростей неупругой деформации (скорость 

накопленной неупругой деформации); , ,T Rq q q  – 

функции, подлежащие экспериментальному определе-

нию. Первое слагаемое в уравнении (4) отвечает меха-

ническому упрочнению. По знаку q  определяются 

циклически упрочняющиеся ( q
>0), стабильные ( q

 = 

0) и разупрочняющиеся ( q <0) материалы. Параметр 

Tq  обеспечивает неизотермический переход, а параметр 

Rq  – возврат механических свойств при отдыхе, отжиге. 

Смещение поверхности нагружения определяется 

уравнением 

 
н н н

*

2 2

3 3
ij ij ij a ij иa g g g a

 
       

 
  

 
н н2 2

.
3 3

Т T R R

ij a ij ij a ijg g a T g g a 

   
        
   

 (5) 

Здесь , , , , , ,T T R R

a a e ag g g g g g g   – функции, подлежащие 

экспериментальному определению. Первые три слагае-

мых в уравнении (5) описывают процессы образования 

и снятия добавочных напряжений при неупругом де-

формировании, два следующих обеспечивают неизо-

термический переход, а два последних – снятие доба-

вочных напряжений при отдыхе, отжиге. Параметры 

, ,R R

R aq g g  в уравнениях (4) и (5) являются функциями 

повреждения, что позволяет описать разупрочнение 

материала перед разрушением, т.е., например, умень-

шение уровня напряжений при жестком циклическом 

нагружении перед разрушением, третью стадию ползу-

чести.  

Зависимость параметра q  в уравнении (4) от меры 

непропорциональности (сложности) нагружения позво-

ляет [7–9, 39] описать эффект дополнительного изо-

тропного упрочнения при непропорциональных цикли-

ческих нагружениях, который имеет место для ряда 

конструкционных материалов – нержавеющих сталей. 

Неупругие деформации зависят от истории нагру-

жения и являются функционалами процесса. Для опре-

деления скоростей неупругих деформаций используется 

ассоциированный с (3) градиентальный закон течения 

  н н3

2

ij

ij u

ij u

sf





   

 
.  (6) 

Здесь u

  – интенсивность активных напряжений. 

Для получения уравнения для скорости накопленной 

неупругой деформации используются уравнения (1)–(6). 

Тогда для случаев мягкого и, соответственно, жесткого 

нагружений уравнения для скорости накопленной неупру-

гой деформации будут иметь следующий вид: 

 н 1 3

2

ij ij T R

и

и

s
B T B

E



 



 
    

  

, (7) 

 
н 1

3
3

ij ij T R

и

и

s
G B T B

E G



 



 
    

   

,   (8) 

н

и a иE q g g g a 

       , 

нT T T

T u a uB q g g a 

    , 

нR R R

R u a uB q g g a 

    , 

н

н ij ij

u

u

s





 


,

 

3
, .

2 2 1

ij ij

u

u

s a E
a G






 

 
 

Условия упругого и неупругого состояний следуют 

из того, что для неупругого состояния необходимо, что-

бы изображающая точка процесса нагружения находи-

лась на поверхности нагружения и определяемая ско-

рость накопленной неупругой деформации была поло-

жительна, а упругое состояние следует при нарушении 

любого из двух упомянутых условий. Тогда условия 

упругого и неупругого состояний будут иметь следую-

щий вид: 

 

н

н

0 упругость ,

0 неупругость.

u u

u u

C

C









    

    
 (9)  

Здесь под 
н

u  подразумевается выражение, задаваемое 

уравнением (7) либо (8) или любым другим уравнением, 

связывающим скорость накопленной неупругой дефор-

мации и любой набор скоростей напряжений и дефор-

маций (смешанное нагружение). 

Для описания процесса накопления повреждений 

используется энергетический подход. В качестве энер-

гии, расходуемой на создание повреждений в материа-

ле, принимается энергия, равная работе добавочных 

напряжений на поле неупругих деформаций. Ответ-

ственность за накопление повреждений добавочных 
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напряжений (микронапряжений) иллюстрируется ре-

зультатами, приведенными в работах [40–43]. В процес-

се нагружения имеют место: накопление повреждений 

за счет работы добавочных напряжений (микронапря-

жений), залечивание повреждений и охрупчивание ма-

териала. Залечивание и охрупчивание связаны с дли-

тельностью процесса нагружения. Кинетические урав-

нения накопления повреждений, залечивания и 

охрупчивания принимаются в следующем виде: 

 

н1

,
ij ija

g
W







      (10) 

 
T

W WW g T g W  .  (11) 

Здесь   – мера повреждения   0;1 ;  W  – энергия 

разрушения; , , ,T

W Wg g g  – функции, подлежащие 

экспериментальному определению. Функция   описы-

вает [42, 43] нелинейность процесса накопления повре-

ждений. Первое слагаемое в уравнении (10) описывает 

процесс накопления повреждений за счет работы доба-

вочных напряжений на поле неупругих деформаций. 

Второе слагаемое в уравнении (10) описывает процесс 

залечивания повреждений, интенсивность которого за-

висит от уровня повреждения, а также от уровня и ха-

рактера напряженного состояния. Первое слагаемое в 

уравнении (11) обеспечивает неизотермический пере-

ход. Второе слагаемое в уравнении (11) описывает из-

менение энергии разрушения (начальная энергия раз-

рушения равна 0W  и определяется при пластическом 

деформировании) за счет процесса охрупчивания мате-

риала, интенсивность которого зависит от текущего 

значения энергии разрушения и уровня напряженного 

состояния. Критерием разрушения материала будет до-

стижение повреждением предельного значения, обычно 

принимаемого равным или близким к единице. 

 

2. Материальные функции  

 

Теорию неупругости замыкают следующие матери-

альные функции: 

     , , TE T T T   – упругие параметры; 

     , ,a aE T T T   – модули анизотропного 

упрочнения; 

 , н

p uC T   – функция изотропного упрочнения; 

 0W T  – начальная энергия разрушения;  

         , , , ,c a c ab T b T n T n T m T  – параметры 

изотропной и анизотропной ползучести; 

       , , ,b T b T n T n T     – параметры залечива-

ния и охрупчивания. 

Определяющие функции выражаются через матери-

альные следующим образом: 

н

*

p

и

дC
q

д
 


, 

p

T

p

дCC
q

C дT
 , ,R cq q P  

a ag E  , 
ag E   , 

ag   , 

 

 

1
, ,

, ,

T Ta a a a

a

a a

R R a

a a a и

и

dE dE d d
g g

dT dT dT

P
g g P g g g a

a



 

 
  

 

  

 (12) 

,

n

a

u

g
a





 
    

 
, Wg   , 0

0

T

W

dWW
g

W dT
  , 

   0 1
cn m

c c pP exp b C C 
   , 

    1an m

a a иP exp b a 
  , 

 
 

0, если 0,

, если 0,

ii

n

ii iiexp b 



 
  

  

  (13) 

   ,
n

иexp b 

    

 

1

23

2
и ij ija a a

 
  
 

, 

1

23

2
и ii ijs s

 
   

 
,  

  0 1,0p pC C T    .  

Здесь 1  – предел длительной прочности (предел пол-

зучести); n  – параметр нелинейности процесса накоп-

ления повреждений  1,5n  . Следует отметить, что 

при несимметричных циклических нагружениях имеет 

место посадка или вышагивание петли пластического 

гистерезиса. Для описания этих явлений модуль aE  

принимается [42–45] зависящим от 
н .u  

Ниже рассматриваются возможности вариантов 

теории неупругости и требуемое число материальных 

функций. 

 

Изотермическое нагружение 

 

 *, , , , , н

a a p иE E C     
пластичность 

(6 параметров) 

 

 * 0, , , , , ,н

a a p иE E C W     
пластичность + разрушение 

(7 параметров) 
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 *, , , , , , ,н

a a p и a aE E C b n     
пластичность + установившаяся ползучесть 

(8 параметров) 

 

 *, , , , , , , , ,н

a a p и c a c aE E C b b n n     
пластичность + первая и вторая стадии ползучести 

(10 параметров) 

 

  0, , , , , , , , ,н

a a p u a aE E C W b n m      

пластичность + вторая и третья стадии ползучести + разру-

шение без учета охрупчивания и залечивания 

(10 параметров) 

 

 * 0, , , , , , , , , , ,н

a a p и a aE E C W b n m b n       

пластичность + вторая и третья стадии ползучести + разру-

шение с учетом охрупчивания, но без залечивания 

(12 параметров) 

 

Неизотермическое нагружение 

 

     

         

         

* 0

, ,

, , , , ,

, , , ,

T

н

a a p и

a a

E T T T

E T T T C T W T

b T n T m T b T n T  

 

    

пластичность + вторая и третья стадии ползучести + разру-

шение с учетом охрупчивания, но без залечивания 

(13 параметров) 

 

     

         

         

       

* 0

, ,

, , , , ,
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, , ,

T

н

a a p и

c a c a

E T T T

E T T T C T W T

b T b T n T n T m T

b T b T n T n T



   

 

  
 

пластичность + первая, вторая и третья стадии ползучести + 

разрушение с учетом охрупчивания и залечивания 

(17 параметров) 

 

3. Базовый эксперимент  

 

Для определения материальных функций достаточно 

следующего основного (базового) набора эксперимен-

тальных данных при различных уровнях температуры: 

– упругие параметры , , TE   , которые определя-

ются традиционными методами; 

– диаграмма пластического деформирования при 

одноосном растяжении  1   до деформации 0,05–0,1; 

– диаграмма пластического деформирования при од-

ноосном растяжении  2  до деформации 0,05–0,1 после 

предварительного сжатия до деформации 0,01–0,02; 

– данные по циклическому одноосному растяжению-

сжатию (знакопеременному кручению) при постоянном 

размахе пластической деформации: число циклов до раз-

рушения (появления макротрещины) pN  и зависимость 

максимальных значений напряжений N

  на цикле (в кон-

це цикла) от числа циклов нагружения N  (размах пласти-

ческой деформации н  порядка 0,01–0,02); 

– данные по ползучести при постоянном напряже-

нии растяжения: зависимость минимальной скорости 

ползучести от напряжения во всем диапазоне изменения 

напряжений от кратковременной до весьма длительной 

ползучести; 

– данные по длительной прочности: кривая дли-

тельной прочности при растяжении, включающая все 

три участка, и кривая длительной прочности при сжа-

тии, соответствующая только второму участку. 

 

4. Пример определения материальных функций  

 

Для определения параметров анизотропного упроч-

нения , ,a aE    и функции изотропного упрочнения 

 н

*p иC   при начальных значениях накопленной не-

упругой деформации необходимы диаграммы растяже-

ния и растяжения после предварительного сжатия в 

условиях пластичности. На рис. 1 приведены диаграм-

мы растяжения 1  и растяжения 2  после предвари-

тельного сжатия до деформации 
н

02 =0,0166 как функ-

ции накопленной неупругой деформации. Далее, ис-

пользуя данные на рис. 1, строим кривую (рис. 2) в 

координатах 

 1 2

022 н
y

 



, 

н н

* 02иx     , (14) 

горизонтальной асимптотой которой является прямая 

ay E , что позволяет определить значение параметра aE . 

Для получения параметров   и a  зависимости на 

рис. 2 перестраиваются в координатах 
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 ln a

a

y E
z

E

 
  

 
, н н

* 02иx     .  (15) 

 

Рис. 1. Кривые растяжения и растяжения  

после предварительного сжатия 

Fig.1. Curves of stretching and stretching  

after prior compression 

 

Рис. 2. Определение параметра 
aE  

Fig. 2. Determination of 
aE  parameter 

Получаемая с помощью метода наименьших квад-

ратов линейная зависимость (рис. 3) позволяет по углу 

наклона   и ординате 0z  определить параметры   и 

a  по формулам 

 tg   , 
 

 

н

02 0

н

021

a

a

E exp z

exp


 

  
.  (16) 

Получив параметры анизотропного упрочнения 

, , ,a aE    можно определить функцию изотропного 

упрочнения  н

*p иC  , используя диаграмму растяжения, 

по формуле 

      н н н н

* 1 * * *1p и и a и a иC E exp         
  .  (17) 

На рис. 4 показана кривая зависимости  н

*p иC  , 

полученная на основе формулы (17). 

 

Рис. 3. Определение параметров и  a    

Fig. 3. Determining  and  a   parameters 

 

Рис. 4. Функция изотропного упрочнения 

Fig. 4. Isotropic hardening function 

Для остальных значений накопленной неупругой 

деформации функция изотропного упрочнения опреде-

ляется по результатам циклических испытаний (табл. 1) 

при постоянном размахе неупругой деформации н  =  

= 0,015 и деформации на первом полуцикле 
н

02  =  

= 0,0075 по формуле 

  
 
 

н

н н

* 02 н

1
,

1
p и N a a

exp
C E

exp


 

     
 

  (18) 

н н н

* 02 2и N     . 

Таблица 1 

Максимальные значения напряжения на N-м цикле 

Table 1 

Maximum stress values of N-th cycle 

N , цикл 3 5 15 30 

N

 , МПа 232 242 250 252 

Примечание: N

  – максимальные значения напряжения на N-м 

цикле, N – номер цикла. Первый цикл включает в себя второй 

и третий полуциклы и т.д. Первый же полуцикл обычно назы-

вается отнулевым циклом.  

 

На рис. 5 приведена кривая зависимости  н

*p иC  , 

полученная на основе формул (17) и (18). 

 

Рис. 5. Функция изотропного упрочнения 

Fig. 5. Isotropic hardening function 
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Далее по результатам циклических испытаний до 

разрушения в условиях пластичности с постоянным 

размахом неупругой деформации определяется энергия 

разрушения 
0W  по формуле 

 
 
 

н

н

0 н

1 exp2
2

1 exp

a

pW N
  
   

    

.  (19) 

Здесь н  – размах неупругой деформации, а pN  – чис-

ло циклов до разрушения, которые в данном случае со-

ответственно равны 0,015 и 44. 

Таким образом, для каждого уровня температуры Т 

определяются материальные функции (параметры), со-

ответствующие упругопластическому состоянию: 

           

   н

* 0

; ; ; ; ; ;

, , .

T a a

p и

E T T T E T T T

C T W T

   


 

Далее определяются материальные функции, отве-

чающие за временные эффекты по результатам испыта-

ний в условиях ползучести. 

Для определения параметра изотропной и анизо-

тропной ползучести m
 используются данные первого 

и второго участков кривой длительной прочности, 

а также определенные ранее материальные функции, 

соответствующие пластическому состоянию. Параметр 

m
 определяется из линейной зависимости 

  1y m x  ,  (20) 

где  

   /
m

py lg t D  
 

,  11x lg  ,  (21) 

    
2

н н н

1

0

1 1
1

2

a

a aE exp
W

 
            

. (22) 

Здесь pt  – время до разрушения в условиях кратковре-

менной ползучести при напряжении  ; н  – пластиче-

ская деформация, соответствующая напряжению  ; 

,D m  – коэффициенты степенной аппроксимации вто-

рого участка кривой длительной прочности, 

 
m

pt D   .  (23) 

Значения коэффициентов степенной аппроксимации 

в данном случае соответственно 21,510D  , 9m  . 

В табл. 2 приведены значения времени до разрушения 

для различных значений напряжения, соответствующих 

первому участку кривой длительной прочности. 

Таблица 2 

Длительная прочность на первом участке  

Table 2 

Long-term hardening at the first section 

 , МПа 280 260 240 200 

pt , ч 0,059 0,157 0,432 3,850 

 

На рис. 6 приведена линейная зависимость (25), по-

строенная на основе метода наименьших квадратов. 

 
Рис. 6. Определение параметра m

 

Fig. 6. Determining m
 parameter 

Далее, используя экспериментальные данные второго 

участка кривой длительной прочности и данные по скоро-

сти установившейся ползучести, параметры анизотропной 

ползучести ab  и an  можно определить по формулам 

 a

n
n

m n








,   (24) 

 
 0

0

0

1
ln

an

a

DP m
b P

W


  
   
   

.   (25) 

Здесь 0 ,P n  – коэффициенты степенной аппроксимации 

зависимости установившейся скорости ползучести от 

напряжения 

  н

0

n

st P    ,   (26) 

в данном случае  0 exp 35,46P   , 6n  . 

Для определения параметров изотропной ползуче-

сти cb  и cn  используются данные зависимости устано-

вившейся скорости ползучести 
н

st  от напряжения  . 

Вначале для набора значений напряжений, в данном 

случае для  80;140 , по формуле (26) определяется 

соответствующий набор значений скорости установив-

шейся ползучести. Затем на основании формулы 

  
1

н /exp an
st aa b      (27) 

вычисляются соответствующие значения добавочного 

напряжения и соответствующие значения радиуса по-

верхности нагружения по формуле 

 C a  .  (28) 

Таким образом, устанавливается соответствие между 

скоростью установившейся ползучести 
н

st  и радиусом С . 

Далее, представляя эту зависимость в координатах 

 
нln sty   , 

0ln px C C  ,  (29) 
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можно получить параметры 
cb  и 

cn  из линейной зави-

симости 

 c cy b n x  ,   (30) 

которая представлена на рис. 7. 

 

Рис. 7. Определение параметров и c cb n  

Fig. 7. Determining and  c cb n  parameters 

Для определения параметров охрупчивания b  и n  

используются результаты испытаний, относящиеся 

к третьему участку кривой длительной прочности. 

В табл. 3 приведены значения времени до разрушения 

для разных значений напряжения, соответствующих 

третьему участку кривой длительной прочности. 

Таблица 3 

Длительная прочность на третьем участке 

Table 3 

Long-term hardening at the third section 

 , МПа 100 80 60 

pt , ч 950 3550 17 000 

 

Значение модуля охрупчивания   определяется для 

каждого уровня напряжения из следующего нелинейно-

го уравнения: 

  
1

ln 1
m

p

D
t

     
 

.   (31) 

Решение нелинейного уравнения (31) осуществля-

ется любым итерационным методом. В качестве 

начального приближения можно принять 

 
1

pt
  . (32) 

Далее, представляя зависимость между   и   в ло-

гарифмических координатах 

 y ln  , x ln  , (33) 

можно получить параметры b  и n  из линейной зави-

симости 

 y b n x   ,   (34) 

которая представлена на рис 8. 

Для определения параметров залечивания b  и n
 

используются данные по длительной прочности при 

растяжении и сжатии, относящиеся ко второму участку 

кривых длительной прочности. Вначале для набора зна-

чений напряжений, в данном случае для  150;200 , 

по формулам 

   ,
m

pt D
    

m

pt D
    (35) 

определяются соответствующие значения pt


 при растя-

жении и pt


 при сжатии. Затем значение модуля залечи-

вания   определяется для каждого уровня напряжения 

из следующего нелинейного уравнения: 

  
1

1 exp p

p

t
t




    
  .  (36) 

 

Рис. 8. Определение параметров и  b n   

Fig. 8. Determining and b n    parameters 

Решение нелинейного уравнения (36) осуществля-

ется любыми итерационными методами. В качестве 

начального приближения можно принять 

 
1 1

p pt t 
   .   (37) 

Далее, представляя зависимость между   и   

в логарифмических координатах 

 y ln  , x ln  ,  (38) 

можно получить параметры b  и n  из линейной зави-

симости 

 y b n x   ,  (39) 

которая представлена на рис. 9. 
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Рис. 9. Определение параметров и  b n 
 

Fig. 9. Determining and b n   parameters 

Следует отметить, что представленный алгоритм 

получения параметров залечивания приводит к верному 

решению в том случае, если время разрушения при рас-

тяжении незначительно отличается от времени разру-

шения при сжатии. Поэтому для уточнения параметра 

залечивания b  проводятся расчеты длительной проч-

ности при сжатии и корректировка b  до совпадения 

расчетных и экспериментальных результатов. 

На основе приведенного выше метода и примера 

идентификации материальных функций были получены 

материальные функции для нержавеющей стали 

12Х18Н9 в диапазоне температур от 20 до 650 °С на ос-

нове экспериментальных данных [54–56]. В табл. 4, 5, 6 

приведены материальные функции стали 12Х18Н9 

(табл. 5 – функция изотропного упрочнения  н

*,p иC T  ). 

Данные в таблицах соответствуют температуре, задава-

емой в °С; напряжениям, задаваемым в МПа; времени, 

задаваемому в часах. 

 

Таблица 4 

Упругие параметры. Модули анизотропного упрочнения, начальная энергия разрушения 

Table 4 

Elastic parameters. Anisotropic hardening modules, initial energy of destruction 

Т, °С Е, МПа ν αТ, 1/град Еа, МПа σа, МПа β W0, дж/см3 

20 205 000 0,3 1,69·10–5 500 150 500 270 

150 195 000 0,3 1,77·10–5 200 124 500 200 

300 182 500 0,3 1,87·10–5 50 117 500 150 

500 167 000 0,3 2·10–5 0 96 500 88 

550 163 000 0,3 2,03·10–5 0 88 500 72 

600 159 000 0,3 2,06·10–5 0 76 500 56 

650 155 000 0,3 2,08·10–5 0 60 500 40 

 

Таблица 5 

Функция изотропного упрочнения 

Table 5 

Anisotropic hardening function 

Т, °С н

*u  

0 0,0005 0,002 0,005 0,01 0,02 0,04 0,1 0,4 100 

20 10 190 218 225 228 236 254 300 310 320 

150 10 150 179 189 192 200 220 266 276 286 

300 10 130 165 180 184 194 214 260 270 280 

500 10 100 124 133 136 146 166 212 222 232 

550 10 93 118 127 132 142 160 200 210 219 

600 10 86 112 121 128 138 154 190 198 206 

650 10 80 107 116 125 134 148 180 188 194 

 

Таблица 6 

Параметры изотропной и анизотропной ползучести, залечивания и охрупчивания 

Table 6 

Isotropic and anisotropic creep, healing and brittling 

Т, °С m  cb  cn  ab  an  b  n  b  n  
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20 7 –60,4 6 –27 2 –51 4 –92,6 9 

150 7 –54,4 6 –22 2 –45 4 –80,6 9 

300 7 –48,4 6 –17 2 –39 4 –68 9 

500 7 –40,4 6 –13,06 2 –31.5 4 –57,5 9 

550 7 –38,4 6 –12,21 2 –29 4 –54,94 9 

600 7 –36,4 6 –11,48 2 –26.9 4 –52,29 9 

650 7 –34,4 6 –10,93 2 –24.8 4 –49,7 9 

 

 

 

5. Перечень экспериментов и конструкционных материалов, на которых  

была проведена верификация теории 

 

Пластичность 

Изотермическое нагружение 

Простое нагружение 

Циклическое нагружение 

 

Вид нагружения Материал Эксперимент 

Cтационарное жесткое циклическое одноосное растяжение-сжатие,  

Т = 150 °С 

АЛ-25 – циклически 

разупрочняющийся материал 
Е.А. Аверченков и др. [46] 

Жесткое нестационарное циклическое одноосное растяжение-сжатие. 

Блочное изменение амплитуды и асимметрии цикла, Т = 20 °С 

12Х18Н10Т – циклически 

стабилизирующийся  

материал 

Д.А. Казаков  

В.С. Бондарь [6] 

Жесткое стационарное циклическое однооосное растяжение-сжатие. 

Усталостное разрушение от 103 до 105 циклов, Т = 20 °С 

AISI 304 – циклически стаби-

лизирующийся материал 
D. Socie [47] 

Жесткое стационарное цикличеcкое одноосное растяжение-сжатие. 

Усталостное разрушение от 2·10 до 2·104 циклов, Т = 20 °С 

12Х18Н9 – циклически стаби-

лизирующийся материал 

Д.А. Казаков  

В.С. Бондарь [6] 

 

Сложное нагружение 

Плоские траектории 

 

Вид нагружения Материал Эксперимент 

Двузвенные ломаные траектории деформаций. Угол излома траекто-

рии от 15 до 100°. Длина первого звена от 0,002 до 0,0145. Т = 20 °С, 

P, q – опыты. 

30ХГСА В.П. Дегтярев [48] 

Двузвенные ломаные траектории напряжений. Угол излома траекто-

рии от 130 до 180°, Т = 20 °С, Р, М – опыты 
Ст 10 О.А. Шишмарев [49] 

Двузвенные ломаные траектории деформаций. Угол излома траекто-

рии от 30 до 180°, Т = 20 °С, Р, М – опыты. 
S15C Y. Ohashi [50] 

Двузвенные ломаные траектории напряжений. Угол излома траекто-

рии 90°, Т = 20 °С, Р, М – опыты.  
30ХГСА А.С. Вавакин и др. [51] 

Трехзвенные ломаные траектории деформаций. Угол первого излома 

90°, угол второго излома 60, 70, 80°, Т = 20 °С, Р, М – опыты. 
S10C Y. Ohashi [50] 

Криволинейные траектории деформаций: луч+дуга окружности, Т = 

20 °С, P, q – опыты. 
30ХГСА В.П. Дегтярев [48] 

Криволинейные траектории деформаций: луч + дуга окружности + 

луч + дуга окружности + луч. Т = 20 °С. Р, М – опыты. 
BsBM2 Y. Ohashi [50] 

Траектория деформаций в виде квадрата, 3 витка, Т = 20 °С, Р, М – 

опыты. 
40Х16Н9Г2С 

В.Г. Зубчанинов,  

Н.Л. Охлопков [52] 

Траектория деформаций в виде окружностей с общим центром в 

начале координат. Радиус от 0,0025 до 0,0125, Т = 20 °С, Р, М – опы-

ты. 

40Х16Н9Г2С 
В.Г. Зубчанинов,  

Н.Л. Охлопков [52] 

Траектория деформаций в виде окружностей, проходящих через 

начало координат. Радиус от 0,0025 до 0,01, Т = 20 °С, Р, М – опыты. 
9Х2 

В.Г. Зубчанинов,  

Н.Л. Охлопков [52] 

Траектория деформаций в виде спирали Архимеда. Скручивание в 

начало координат за 4 витка, а затем раскручивание 2 витка. 
Ст. 45 

В.Г. Зубчанинов,  

Н.Л. Охлопков [52] 

Стационарные циклические нагружения по траекториям деформаций 

в виде двойного квадрата, квадрата, окружности. Усталостное раз-

рушение от 4·103 до 2·105 циклов, Т = 20 °С. Р, М – опыты. 

AISI 304 

 
D. Socie [47] 

 

Пространственные траектории 

 

Вид нагружения Материал  Эксперимент 
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Траектории деформаций в виде винтовых линий с постоянной кри-

визной и кручением. Кривизна от 100 до 333 и крутка от 10 до 666. 

Всего восемь траекторий, Т = 20 °С, Р, М, q – опыты. 

Cт. 45 А.С. Вавакин и др. [53] 

 

 

 

 

 

 

Неупругость 

Изотермическое нагружение 

Простое нагружение 

 

Вид нагружения Материал Эксперимент 

Жесткое стационарное циклическое одноосное растяжение-сжатие,  

 =10–4 1/c, Т = 250 и 350 °С 

Ал – 25 – циклически 

разупрочняющийся материал 
Аверченко [46] 

Жесткое стационарное циклическое одноосное растяжение-сжатие,  

Т = 650 °С, длительность цикла 2 и 8 мин Усталостное разрушение  

от 102 до 10 циклов. 

12Х18Н9 А.П. Гусенков [54] 

Длительная прочность при постоянном напряжении растяжения. Время 

разрушения от 0,1 до 103 ч. Т = 550, 600, 650 °С. 
12Х18Н9 А.П. Гусенков [54] 

Длительная прочность при постоянном напряжении растяжения. Время 

разрушения от 10 до 105 ч. Т = 550, 600, 650 °С 
М3 

В.В. Кашелкин  

С.А. Шестериков  

Знакопеременная циклическая ползучесть. Длительность выдержки на 

режиме растяжения (сжатия) составляла 8 ч. Т = 650 °С, 5 циклов 
AISI 304 Y. Ohashi [57] 

 

Сложное нагружение 

 

Вид нагружения Материал Эксперимент 

Ползучесть при изломе траектории напряжений на угол 30, 90, 150°. Дли-

тельность выдержки в конце каждого луча напряжений составляла 8 ч,  

Т = 650 °С, 5 циклов 

AISI 304 Y. Ohashi [57] 

Двузвенные ломаные траектории деформаций, Т = 550 °С.  = 5·10–4 мин–1, 

угол излома 60°. Длина первого звена 0,0025, 0,004, 0,0096. 
30ХГСА В.П. Дегтярев [48] 

Двузвенные ломаные траектории деформаций, Т = 550 °С.  = 5·10–4 мин–1. 

Угол излома 15, 42, 70°. Длина первого звена 0,006 
30ХГСА В.П. Дегтярев [48] 

Двузвенные ломаные траектории деформаций, Т = 550 °С. Угол излома 

60°. Длина первого звена 0,0055.  = 5·10–3, 5·10–4, 1,65·10–4, 5·10–5 мин–1 
30ХГСА В.П. Дегтярев [48] 

 

Неизотермическое нагружение 

Простое нагружение 

 

Вид нагружения Материал Эксперимент 

Стационарное жесткое циклическое одноосное растяжение-сжатие.  

Противофазный режим изменения температуры и силовой деформации,  

Т = 150 300 °С. Длительность цикла 180 с. 6 циклов нагружения. 

Ал – 25 – циклически разуп-

рочняющийся материал 

Е.А. Аверченков и др. 

[46] 

Стационарное жесткое циклическое одноосное растяжение-сжатие. Син-

фазный режим изменения температуры и деформации. Два режима:  

Т = 200 375 °С, 185 385 °С. Длительность цикла 95 с и 115 с.  

Усталостное разрушение 

Ал – 25 – циклически 

разупрочняющийся материал 

В.П. Белов  

В.С. Бондарь [6] 

 

Сложное нагружение 

 

Вид нагружения Материал Эксперимент 

Малоцикловая прочность конических оболочек, подкрепленных кольцом 

жесткости на широком срезе, при теплосменах. Существенный знакопе-

ременный градиент температуры по образующей на участке перехода от 

гладкой оболочки к кольцу жесткости. Реализуется сложное неизотерми-

ческое нагружение.  

Т = –115 830 °С на гладкой оболочке и Т = –50 600 °С на кольце 

жесткости. Длительности цикла 300 с. 

ВЖ-100 
Я.Г. Осадчий 

В.С. Бондарь [6] 
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Заключение 

 

Наибольшее экспериментальное обоснование тео-

рия получила в области изотермического упругопласти-

ческого деформирования. Здесь рассматривались доста-

точно произвольные процессы простого (циклического) 

нагружения, а также сложного нагружения как по плос-

ким, так и по пространственным траекториям деформа-

ций в достаточно широком диапазоне углов излома, 

кривизны и кручения траекторий. Рассматривались 

также циклические процессы сложного нагружения. 

Особо следует отметить, что развитие прикладной тео-

рии позволило описать эффекты дополнительного изо-

тропного упрочнения при непропорциональных цикли-

ческих нагружениях. Рассматривалось также разруше-

ние материалов при циклических пропорциональных 

(простых) и непропорциональных (сложных) нагруже-

ниях. Все упомянутые выше процессы нагружения от-

носятся к жестким режимам нагружения, т.е. нагруже-

ние осуществлялось по траекториям деформаций. Мяг-

кие нагружения, которые осуществляются по 

траекториям напряжений, в должной мере не рассмат-

ривались. Однако в настоящее время развивается при-

кладная теория для описания процессов посадки и вы-

шагивания петли пластического гистерезиса при 

несимметричных жестких и мягких циклических 

нагружениях. 

Что касается области неизотермического упруго-

пластического деформирования, то в диапазоне темпе-

ратур, при которых малы эффекты, связанные с дли-

тельностью процесса нагружения, никаких особенно-

стей деформирования не возникает, и теория обеспечи-

вает неизотермические переходы при изменении темпе-

ратуры в процессе нагружения. 

Таким образом, можно сказать, что теория неупру-

гости получила достаточное экспериментальное обос-

нование и может применяться для описания упругопла-

стического деформирования и разрушения материалов 

при изотермических и неизотермических, простых и 

сложных процессах жесткого нагружения. 

В меньшей мере экспериментальное обоснование 

теория неупругости получила в области неупругого де-

формирования, хотя здесь рассматривались изотерми-

ческие и неизотермические, простые и сложные процес-

сы мягкого и жесткого нагружения. Рассматривались 

также усталостная и длительная прочность с учетом 

процессов залечивания и охрупчивания. Однако прове-

дение сопоставления расчетов и экспериментов ограни-

чивалось недостатком данных для определения матери-

альных функций и значительно меньшим количеством 

экспериментальных исследований в условиях неупруго-

сти, так как эти исследования связаны с высокими тем-

пературами испытаний. 

Тем не менее проведенное сопоставление результа-

тов расчетов и экспериментов позволяет говорить о до-

статочной с точки зрения инженерных расчетов приме-

нимости теории неупругости для описания неупругого 

деформирования и разрушения материалов при изотер-

мических и неизотермических, простых и сложных 

процессах нагружения в условиях повторности и дли-

тельности воздействия термомеханических нагрузок. 
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