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УДК 539.3 

КОНТАКТНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УПРУГОГО НЕОДНОРОДНОГО ТЕЛА  

С ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ШАХТОЙ  

Д.А. Пожарский, Е.Д. Пожарская 

Донской государственный технический университет, Ростов-на-Дону, Россия 

О СТАТЬЕ 
 

АННОТАЦИЯ 

Получена: 27 июля 2018 г. 

Принята: 7 декабря 2018 г. 

Опубликована: 28 декабря 2018 г. 

 Изучается осесимметричная задача упругого равновесия непрерывно неоднородного 
пространства с цилиндрической полостью, когда коэффициент Пуассона является произ-
вольной достаточно гладкой функцией радиальной координаты, а модуль сдвига постоян-
ный. При этом модуль упругости Юнга также является переменным по радиальной коор-
динате. Предложено общее представление решения, которое приводит к векторному 
уравнению Лапласа и скалярному уравнению Пуассона, правая часть которого зависит от 
коэффициента Пуассона. При помощи интегрального преобразования Фурье построены в 
квадратурах точные общие решения уравнений Лапласа и Пуассона. Получены интеграль-
ные уравнения двух осесимметричных контактных задач о взаимодействии поверхности 
полости (шахты) с жестким цилиндрическим вкладышем, вставленным в нее с натягом.  
В первой задаче контакт считается абсолютно гладким, для решения интегрального урав-
нения первого рода относительно контактного давления используется сингулярный асимп-
тотический метод, эффективный для относительно длинных вкладышей. Во второй задаче 
учитывается шероховатость поверхности шахты, которая моделируется дополнительной 
прослойкой винклеровского типа, для решения интегрального уравнения второго рода 
применяется метод коллокации, эффективный для относительно коротких подкрепляющих 
вкладышей. Контактное давление на границе области контакта имеет характерную корне-
вую особенность в первой задаче и принимает конечное значение во второй задаче. Для 
однородного материала отмечается близость интегральных характеристик контактных 
давлений, получаемых в обеих задачах, при малых показателях шероховатости (коэффи-
циентах постели) в определенном диапазоне относительных длин вкладышей. Показано, 
что учет шероховатости снижает влияние неоднородности на распределение контактных 
давлений. Расчеты сделаны для случаев, когда коэффициент Пуассона и модуль упруго-
сти возрастают или убывают при удалении от поверхности полости. 
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 An axially symmetric elastic equilibrium problem is investigated for a continuously inhomo-
geneous space with a cylindrical cavity when Poisson’s ratio is being an arbitrary fairly smooth 
function with respect to radial coordinate while shear modulus is constant. For this case Young’s 
modulus is also variable with respect to the radial coordinate. A general solution is suggested 
which leads us to a vector Laplace equation and a scalar Poisson equation whose right-hand side 
depends on Poisson’s ratio. As a result, exact general solutions of the Laplace and Poisson 
equations are constructed in integral forms with the help of Fourier transformations. Then integral 
equations of two axially symmetric contact problems are derived on the interaction between the 
cavity surface and a rigid cylindrical insert fitted with interference. In the first problem the contact 
is supposed to be absolutely ideal, a singular asymptotical method is used here to solve the inte-
gral equation of the first kind with respect to the contact pressure, which is effective for fairly long 
inserts. In the second problem the mine surface is supposed to be rough simulated by an extra 
Winkler type, a collocation method is used for solving the integral equation of the second kind, 
which is effective for fairly short inserts. The contact pressure has typical square root singularities 
at end-points in the first problem while it takes finite values at those points in the second problem. 
For a homogeneous material, the integral characteristics of the contact pressures in both prob-
lems are close for small coefficients of roughness for some values of the insert relative length. It 
is shown that the rough surface distributes contact pressures more uniformly removing effect of 
nonhomogeneity. The calculations are made for the cases when Poisson’s ratio and Young’s 
modulus increase or decrease from the surface of the cavity. 
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Введение 

 

Контактные задачи теории упругости для неодно-

родных (функционально градиентных) материалов 

[110] важны для оценки контактной прочности раз-

личных конструкций и деталей. Интегральные уравне-

ния контактных задач взаимосвязаны с интегральными 

уравнениями задач о трещинах [11]. При рассмотрении 

однородных тел цилиндрической формы, контактиру-

ющих с бандажами и вкладышами, для решения возни-

кающих интегральных уравнений развивались асимпто-

тические методы [1217]. При решении статических и 

динамических контактных задач для неоднородных ци-

линдрических тел превалировали численные методы, 

обобщенный метод фиктивного поглощения [1822]. 

Изучались волновые процессы и задачи идентификации 

упругих параметров для цилиндров [23, 24]. Учитыва-

лись сложные явления на поверхности контакта, вклю-

чая микрогеометрию и адгезию [25, 26]. 

При переменном коэффициенте Пуассона точные 

фундаментальные решения были получены для полу-

пространства и слоя (коэффициент Пуассона непрерыв-

но меняется по глубине) [27, 28] и для плоского клина 

(коэффициент Пуассона зависит от угловой координа-

ты) [29]. Изучался частный случай изменения коэффи-

циента Пуассона с глубиной полупространства [30]. Для 

неоднородного цилиндра, когда модуль упругости и 

коэффициент Пуассона зависят от радиальной коорди-

наты, предлагалось искать решение по методу возму-

щений [31]. В настоящей работе для пространства с ци-

линдрической шахтой, когда коэффициент Пуассона 

непрерывно зависит от радиальной координаты, на ос-

нове подхода А.Н. Бородачева [28] получено точное 

фундаментальное решение, символ ядра интегрального 

уравнения контактной задачи построен в квадратурах. 

Для решения контактной задачи предлагается сингу-

лярный асимптотический метод (гладкий контакт) и 

метод коллокации (шероховатая поверхность контакта). 

 

1. Фундаментальное решение 

 

В цилиндрических координатах r, z рассмотрим 

осесимметричную деформацию упругого пространства 

с цилиндрической полостью {r, |z|}, когда мо-

дуль сдвига G постоянный, а коэффициент Пуассона 

(r) ― произвольная достаточно гладкая функция, удо-

влетворяющая условию 1(r)0,5 [28]. В этом случае 

модуль продольной упругости материала 

E(r)2G(1(r)) ― положительная функция угловой 

координаты. При отсутствии массовых сил векторное 

уравнение равновесия в перемещениях для данной мо-

дели принимает форму 

  grad( ( )div ) 0r   u u ,  (1) 

1( , ),    ( , ),    ( , ),    ( ) [1 2 ( )]u w u u r z w w r z r r       u . 
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Разыскивая общее решение уравнения (1) в форме 

  
1 2 1 1

2 2

grad ,  ( , ),  ( , ),  

( , ),  ( , )

b B B B B r z

B B r z b b r z

   

 

u B B
 (2) 

и внося представление (2) в уравнение (1), получаем 

векторное уравнение Лапласа и скалярное уравнение 

Пуассона 

  10,     ( )div ,    ( ) [2(1 ( ))]b r r r         B B .  (3) 

Для однородного материала, (r)const, пред-

ставление общего решения (2), (3) в точности совпадает 

с известным решением Фрайбергера [32], которое для 

этого случая при 

  
1 0 24(1 ) ,     ,     0r r zB B b rB B B B         (4) 

сводится к классическому представлению Папкови-

чаНейбера в цилиндрических координатах через три 

гармонические функции B0, Br, Bz [33]. 

Проекции векторного уравнения Лапласа (3) приво-

дят к уравнениям 

  
2 2

1

1 22 2 2

1
0,     0,     

B
B B

r rr r z

  
        

 
.  (5) 

При помощи интегрального преобразования Фурье, 

предполагая, что задача симметрична по z, учитывая 

убывание перемещений на бесконечности, общее реше-

ние уравнений (5) получим в виде 

 1 1 1 2 2 0

0 0

( ) cos( ) , ( )sin( ) ,B C K r z d B C K r z d

 

           (6) 

где Kn(r) – модифицированные цилиндрические функ-

ции Бесселя (n0,1), также называемые функциями 

Макдональда [34, 35]. 

Из соотношений (6) найдем дивергенцию в правой 

части уравнения Пуассона (3), а затем, используя метод 

вариации произвольных постоянных, построим частное 

решение этого уравнения в форме (I0(r) – другая моди-

фицированная цилиндрическая функция Бесселя) 

 

1 2 1 0 2 0

0

2

1 0 0 2 0

( )[ ( ) ( )] cos( ) ,

( ) ( ) ( ) ,   ( ) ( ) .

r r

b C C E K r E I r z d

E s s I s K s ds E s s K s ds



 

       

      



 

  (7) 

Величины C1 и C2 в формулах (6) и (7) определяют-

ся из двух граничных условий на поверхности цилин-

дрической полости. На основании закона Гука для 

напряжений имеем выражения 

  

,

2 ( ) (1 ( )) ( ) .

rz

r

u w
G

z r

u u w
G r r r

r r z

  
   

  

    
        

   

 (8) 

Пусть к поверхности полости (r) при z0 прило-

жена осесимметричная нормальная сосредоточенная 

нагрузка q. Тогда граничные условия имеют вид ((z) – 

-функция Дирака) 

  :     0,    ( )rz rr q z        .  (9) 

На основании формул (2)(8) и условий (9) прихо-

дим к системе двух уравнений относительно C1 и C2, 

решив которую, найдем используемое в контактных 

задачах нормальное перемещение точек поверхности 

полости: 

  

2

1

2

10

( ) cos( )
( , )

2 ( ) 2

K z dq
u z

G K F


  

 
   ,  (10) 

2 2

0( ) ( )F s s K s ds





    , 

которое при (r)const совпадает с известным для 

однородного материала [1215] 

2

1

2 2 2 2 2

1 0 10

( , )

( )cos( )(1 )
.

2(1 ) ( ) ( ( ) ( ))

u z

K z dq

G K K K



 

   


       
 (11) 

При выводе формулы (11) использовано значение 

интеграла [35] 

  
2

2 2 2

0 1 0( ) [ ( ) ( )]
2

sK s ds K K






     .  (12) 

 

2. Контактная задача 

 

Рассмотрим осесимметричную контактную задачу о 

взаимодействии без учета сил трения и шероховатости 

упругого неоднородного (с переменным коэффициен-

том Пуассона) пространства с цилиндрической поло-

стью радиуса  с жестким вкладышем длины 2a, цилин-

дрическая поверхность которого описывается уравне-

нием r (–натяг). Требуется определить контактное 

давление r(,z)  q(z) в области контакта |z|a. Учи-

тывая выражение (10) и условие контакта u(,z) 

(|z|a), после введения безразмерных величин 

  
0

,   ,   ,

(1 ) ( )
( ) ,  ( ),    

z
x u

a a

q z
x f

G a



    

 
      

 (13) 

придем относительно функции (x) к интегральному 

уравнению 

  

1

1

( )    (| | 1)
x

k d f x


  
      

 
   (14) 

с ядром 
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1 2

0 1

2

1 00

2
2

0 02

(1 ) ( )
( ) ( )cos( ) ,   ( ) ,

2( ( ) 2 ( ))

( ) ( ) .

K u
k t K u ut du K u

K u F u

u us
F u s s K ds

 






 



 
   

  





  (15) 

Допустим, что функция (r) (3) разлагается в ряд по 

нечетным отрицательным степеням радиальной коор-

динаты вида 

 

3 5

1 23 5
( ) ...   ( ),

1
.

2(1 )

r r
r r







 
         

  


  (16) 

Тогда, подставляя разложение (16) в формулу (15) 

для F0(u), используя формулу (12), интеграл [35] 

  
2

2 2 2 20

1 02

( ) 2
( ( ) ( ))

K s
ds K K

s






          

 2

0 0 1

1
( ) ( ) ( )

2
K K K


     


 (17) 

и рекуррентное значение интеграла [35] 

2 22 1

0 0

2 3 3

( ) ( )4 2

( 1) ( 1)

m

m m

K s K sm
ds ds

s m s m

   



 

  
  

    

  

2

2 2

1 0

1
( ) ( )

2

m
K K

  
       

 

   

 
2

2 2 2

0

( 1)
( ) ( 2,  4,...),

4

m
K m

  
       

  
 (18) 

можно последовательно вычислять возникающие инте-

гралы по переменной s. В результате можно показать, 

что при удержании любого конечного числа слагаемых 

в разложении (16) асимптотическое поведение в беско-

нечности и нуле символа ядра K(u) вида (15) принципи-

ально не меняется и имеет вид 

 
1 2 3

0 1

0

( ) ( )     ( ),

( ) ( )     ( 0).

K u c u c u O u u

K u d O u u

     

  
 (19) 

Поведение (19) обеспечивает возможность приме-

нения сингулярного асимптотического метода, эффек-

тивного при малых значениях параметра  [1416] для 

решения интегрального уравнения (14). Безразмерный 

параметр , введенный в формулах (13), характеризует 

относительную длину вкладыша. Малые значения  

соответствуют относительно длинным вкладышам. 

Далее будем удерживать в разложении (16) только 

два первых члена. Тогда 

  

3 3

1

0,5
( ) 1 ,

1
,  ( ).

2(1 )

r
r



 



  
  

      


  (20) 

Для закона изменения (20) значение коэффициента 

Пуассона в бесконечности (вдали от границы полости) 

не зависит от значения 1. При 1 имеем однородный 

упругий материал. При приближении к границе полости 

из бесконечности (от значения ) коэффициент Пуас-

сона и модуль Юнга убывают при 1 и возрастают 

при 1. При этом на границе полости коэффициент 

Пуассона достигает значения 

  
1

0,5
( ) 1 .



   
 

  (21) 

С целью приведения коэффициента c0 в разложении 

(19) к единице домножим обе части интегрального 

уравнения (14) на 

  11 0,5 ,      4(1 )        (22) 

и будем рассматривать интегральное уравнение 

  

1

1

( ) (1 0,5 )    (| | 1)
x

k d f x


  
        

 
 ,  (23) 

для которого символ ядра, используя интегралы (12) 

и (17), запишем в форме 

2 2 2 2 2

0 0 0

0

0

1

1 0,5
( ) ,

2(1 ) (1 2 )( 1) ( 2 )

( )
. 

( )

K u
u u u u

K u

K u



 


         

 

 (24) 

При 0 символ (24) совпадает с известным для од-

нородного пространства с цилиндрической шахтой 

[1215]. 

Для символа ядра (24), используя известные асимп-

тотические формулы для функций Макдональда [35], 

получим асимптотику 

  0 2 3

1 3 3
1

2 8 8u u u
         

 
4 5

63 1
  ( )

128
O u

u u

 
   

 
 (25) 

и найдем коэффициенты в разложениях (19): 

  0 1 0

1 2 1,25 1 0,5
1,    ,    .

1 0,5 2(1 )
c c d



     
   

  
  (26) 

На основании асимптотического поведения символа 

(24) ядро (15) интегрального уравнения (23) имеет лога-

рифмическую особенность, которую можно выделить 

в форме 

  
0

( ) 1 exp( )
( ) ln | | cos( ) ,

uK u u
k t t ut du

u


  

     (27) 

где использовано значение интеграла [13,15] 

 
0

1 exp( )
cos( ) ln | | .

u
ut du t

u


 

    (28) 
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Зная главную часть ядра (27), можно утверждать, 

что решение интегрального уравнения первого рода (23) 

должно иметь корневую особенность на границе обла-

сти контакта x  . 

Ниже используем сингулярный асимптотический 

метод для решения интегрального уравнения (23) с 

символом ядра (24). Метод предполагает построение 

решения в виде суперпозиции вырожденного (прони-

кающего) решения и решений типа пограничного слоя, 

несущих корневые особенности на краях области кон-

такта. При малых значениях  заменим интегральное 

уравнение (23) на эквивалентную систему трех инте-

гральных уравнений [1315]: 

1

1

1
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



(29) 

    ( )
x

p k d x


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     
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    
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при условии 

  ( ) (1 0,5 )
f

x    


  

 
1 1

  (| | 1).
x x x

p x
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 (30) 

Из последнего интегрального уравнения (29) при 

помощи интегрального преобразования Фурье сразу 

найдем вырожденное решение, не учитывающее корне-

вые особенности на краях области контакта (см. форму-

лы (19), (26)), 

  1 1

0( )p x d   .  (31) 

Первые два интегральных уравнения (29), служа-

щие для построения решений типа погранслоя, замена-

ми переменных сводятся к одному интегральному урав-

нению вида 

 
1

0

0 2/

2
( ) ( ) [ ( ) ]k t d d k t d

 





 
               

 
  .  (32) 

Можно показать, что интеграл в правой части инте-

грального уравнения (32) экспоненциально убывает при 

, для решения этого интегрального уравнения мож-

но использовать метод последовательных приближений, 

на каждом шаге которого возникает интегральное урав-

нение ВинераХопфа. При малых значениях  ограни-

чимся нулевым приближением решения интегрального 

уравнения (32), пренебрегая интегралом в правой его 

части. Для эффективной факторизации символа ядра в 

соответствии с его свойствами (19), (26) используем 

аппроксимацию 

  

2 2

2 2 2 2

1 02

( ) exp  ,

,  exp ,    1.

u B D
K u

u C u E

B D
D c d E

EC
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 
   

 

 (33) 

Значения постоянных, входящих в формулу (33), и 

погрешность этой аппроксимации на действительной 

оси  приведены в табл. 1, рассчитанные при 0,3 и 

разных . Известно [13], что погрешность решения ин-

тегрального уравнения (23), связанная с заменой точно-

го выражения символа ядра на приближенное (33), не 

превосходит погрешности аппроксимации . 

Применяя метод ВинераХопфа, решение типа по-

гранслоя интегрального уравнения (32), (33) в нулевом 

приближении найдем в виде 
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  (34) 

Таблица 1 

Значения параметров аппроксимации (32) 

Table 1 

Parameters of the approximation (32) 

 B C D E  (%) 

0,08 1,110 1,129 0,288 1,810 5,5 

0,04 1,030 1,069 0,343 1,610 5,0 

0 1,070 1,081 0,400 1,610 4,5 

0,04 1,000 1,052 0,459 1,810 4,5 

0,08 1,020 1,071 0,521 2,010 4,5 

 

Решение (34) имеет корневые особенности на краях 

области контакта. 

Формулы (30), (31) и (34) дают сингулярное асимп-

тотическое решение интегрального уравнения (23). На 

основании этих формул получим интегральную харак-

теристику контактных давлений 
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
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в форме 
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   
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 
. (36) 

Погрешность решения (30), (31), (35) и (36) при 1 

не превосходит (5)%. Это решение можно рекомен-

довать, когда длина вкладыша существенно больше 

диаметра цилиндрической полости. 

В табл. 2 приведены значения интегральной харак-

теристики N0/f, рассчитанные по формуле (36) при 

0,3 и разных значениях  и . При уменьшении па-

раметра  контактные давления и интегральная харак-

теристика существенно возрастают. 

 Таблица 2 

Значения интегральной характеристики (35) 

Table 2 

Integral characteristics (35) 

  

  

2 1 0,5 0,25 

0,08 2,95 4,67 8,00 14,6 

0,04 2,71 4,29 7,34 13,4 

 0 2,47 3,90 6,67 12,2 

 0,04 2,20 3,49 5,97 10,9 

 0,08 1,94 3,07 5,25 9,61 

 

3. Учет шероховатости 

 

Допустим, что поверхность полости является не 

идеально гладкой, как в предыдущем разделе, а шеро-

ховатой. Известно [36], что шероховатость поверхности 

в контактных задачах может моделироваться покрыти-

ем винклеровского типа. Пусть поверхность шахты ар-

мирована таким покрытием, которое дает дополнитель-

ный вклад в нормальное перемещение в области кон-

такта (снова используем размерные обозначения): 

  ( ),    const,u Aq z A     (37) 

где q(z) – искомое контактное давление. Условие кон-

такта имеет вид 

     (| | ),qu u z a       (38) 

где qu  – упругое перемещение точек поверхности под 

действием контактного давления, которое определяется 

с использованием фундаментального решения (10);  – 

натяг. Для изменяющегося коэффициента Пуассона 

снова принимаем закон (20). 

 

 

Используя условие (38), безразмерные величины 

(13), а также обозначение 

  ,
(1 )

AG
A

a







  (39) 

сведем контактную задачу для шахты с покрытием к 

интегральному уравнению относительно безразмерного 

контактного давления (x): 

 

1

1

0

1
( ) ( )    (| | 1),

( ) ( ) cos( ) ,     1 0,5 .

x
A c x k d c f x

k t K u ut du c

  
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  

   





 (40) 

Здесь символ ядра K(u) определяется по формуле (24). 

В отличие от уравнения (23) интегральное уравне-

ние (40) является уравнением второго рода. Несмотря 

на логарифмическую особенность ядра, его решение 

уже не обладает корневыми особенностями и принима-

ет конечные значения на краях области контакта. Для 

численного решения интегрального уравнения (40) ис-

пользуем метод коллокации на основе квадратурной 

формулы Гаусса по 32 узлам [34]. Метод эффективен 

при не слишком малых значениях параметра , когда 

для расчета ядра можно применять формулу (27). При 

расчетах брали . 

В табл. 3 приведены значения интегральной харак-

теристики N0/f, рассчитанные по формуле (35) при 

0,3 и разных значениях A ,  и . 

 Таблица 3 

Значения характеристики (34) по методу  

коллокации 

Table 3 

Characteristics (34) in collocation method 

 4 2 1 4 2 1 

 0,05A   0,01A   

0,08 1,68 2,31 3,34 1,76 2,46 3,64 

0,04 1,67 2,30 3,33 1,75 2,45 3,63 

0 1,66 2,30 3,32 1,74 2,44 3,62 

0,04 1,65 2,29 3,31 1,73 2,43 3,60 

0,08 1,64 2,28 3,30 1,72 2,42 3,59 

 

Заключение 

 

При необходимости аппроксимация (33) может 

быть уточнена путем добавления множителей по типу 

аппроксимации Паде [16]. 

Увеличение контактных давлений и интегральной 

характеристики при уменьшении параметра  для глад-

кого и шероховатого контакта (см. табл. 2 и 3) связано 

с возрастанием площади области контакта S (при фик-

сированном радиусе шахты ): 
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2

4
.

S 



  (41) 

Как показывает численный анализ (см. табл. 2 и 3), 

при , когда коэффициент Пуассона возрастает при 

приближении к поверхности шахты от значения в бес-

конечности  (при этом модуль Юнга также возраста-

ет) контактные давления и их интегральная характери-

стика, отнесенные к натягу вкладыша f, больше, чем 

при убывающем в направлении из бесконечности коэф-

фициенте Пуассона и модуле Юнга (). 

При малых значениях параметра A
, характеризу-

ющего коэффициент постели покрытия, решение инте-

грального уравнения (40) вдали от краев области кон-

такта становится близко к вырожденному (проникаю-

щему) решению (31). Решение уравнения (40) 

возрастает вблизи краев области контакта тем больше, 

чем меньше значение A
, что согласуется с эффектом 

регуляризации интегрального уравнения (23) по 

А.Н. Тихонову. При увеличении параметра A
 (возрас-

тании степени шероховатости) контактные давления 

и их интегральная характеристика снижаются (см. 

табл. 3). Сравнение табл. 2 и 3 показывает, что покры-

тие существенно снижает влияние неоднородности на 

интегральную характеристику и распределение кон-

тактных давлений. 
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