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 Рассмотрена задача пассивного силового (динамического) и кинематического управ-
ления передвижением тяжелого груза (недеформируемого твердого тела), подвешенного 
на нерастяжимом безынерционном тросе переменной длины с управляемым горизонталь-
ным перемещением точки подвеса. Получены дифференциальные уравнения с перемен-
ными коэффициентами для малых поступательно-вращательных колебаний тела. Постав-
лена следующая задача: переместить тело из начального положения покоя в заданное 
конечное равновесное положение покоя за определенное время с устранением колебаний 
в момент остановки. При этом закон изменения длины троса считается заданным, а закон 
перемещения точки его подвеса – неизвестным. Установлены интегральные условия, ко-
торым должны удовлетворять искомые управляющие воздействия (сила или ускорение 
точки подвеса). 

Приближенное решение задачи кинематического управления, описываемой двумя 
дифференциальными уравнениями с переменными коэффициентами для углов поворота 
троса и тела, ищется в рядах с неизвестными коэффициентами по методу Бубнова-
Галеркина с использованием заданных аппроксимирующих функций времени, удовлетво-
ряющих некоторым начальным и конечным условиям. Ускорение точки подвеса троса 
ищется в виде ряда по синусам с неизвестными коэффициентами. Получается связанная 
система линейных алгебраических уравнений для всех неизвестных коэффициентов, в 
которую входят уравнения метода Бубнова-Галеркина, уравнения для невыполненных при 
выборе заданных функций начальных и конечных условий и одно уравнение, представля-
ющее интегральное условие в виде зависимости ускорения точки подвеса троса от его 
заданного конечного перемещения. Предложенный подход для решения задачи финитного 
управления колебаниями системы с переменными параметрами является новым. 

На примерах системы с тросом постоянной и переменной длины выполнены расчеты 
с анализом сходимости и точности решений при двух различных наборах заданных функ-
ций и при различном их числе путем сравнения с численными решениями дифференци-
альных уравнений прямой задачи по методу Адамса при найденных законах управления. 
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 The paper considers a passive force (dynamic) and kinematic control problem of a heavy 
cargo movement (an undeformed solid) suspended on an inextensible inertia-free variable length 
cable with a controlled horizontal displacement of the suspension point. Differential equations 
with variable coefficients for small translational-rotational vibrations of the body are obtained. The 
following problem is stated: to move the body from the initial rest position to a given final equilib-
rium rest position for a preset time with oscillations elimination at the stop. In this case, the law of 
changing the cable length is considered to be prescribed, and the law of displacement of its sus-
pension point is unknown. The integral conditions are established for required unknown control 
actions (force or acceleration of the suspension point), which should be satisfied. 

An approximate solution of the kinematic control problem described by two differential equa-
tions with variable coefficients for the angles of rotation of the cable and body is sought in series 
with unknown coefficients by the Bubnov-Galerkin method with the use of the given approximat-
ing functions of time satisfying certain initial and final conditions. Acceleration of the suspension 
point of the cable is sought in the form of a series of sines with unknown coefficients. A coupled 
system of linear algebraic equations for all unknown coefficients is obtained, which includes 
equations of the Bubnov-Galerkin method, equations for the initial and final conditions that are 
not satisfied in the choice of given functions, and one equation representing the integral condition 
in the form of the dependence of the acceleration of the cable suspension point on its specified 
finite displacement. The proposed approach for solving the problem of the oscillations finite con-
trol for a system with variable parameters is new. 

By using the examples of a system with a cable of constant and variable length, we per-
formed the calculations with an analysis of the convergence and accuracy of solutions for two 
different sets of given functions and for different numbers of them by comparing them with numer-
ical solutions of differential equations of the direct problem by the Adams method with the control 
laws found. 
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Введение 

 

Задачи управления составными трансформируемы-

ми системами и системами, совершающими конечные 

передвижения (перемещения и повороты), с учетом 

упругости отдельных частей или элементов являются 

актуальными для быстроходных манипуляционных ро-

ботов [1], виброударных механизмов [2], ракет с разде-

ляющимися ступенями [3] и космических конструкций 

[4–11]. Общие вопросы теории управления большими 

системами, включая задачи управляемого передвиже-

ния системы из одного состояния в другое, рассмотрены 

в работах [12–18], а задачи и методы управления коле-

баниями – в работах [19, 20]. В большинстве работ 

упругие колебания, которые сопровождают конечные 

передвижения систем или их частей, считаются малыми 

и описываются нормальными координатами, которые 

представляют собой относительные движения по соб-

ственным формам колебаний. В этом случае линейные 

задачи терминального управления с учетом начальных 

и конечных условий сводятся к системам интегральных 

уравнений для нормальных координат (в теории управ-

ления они называются уравнениями моментов). По-

скольку решение задачи определения закона управле-

ния не является единственным, она часто рассматрива-

ется как задача оптимального управления с минимиза-

цией некоторого дополнительного функционала, 

зависящего от неизвестных параметров движения 

и управления. 

Для решения интегральных уравнений для соб-

ственных форм колебаний, подлежащих гашению, 

управляющие функции обычно ищутся в виде кусочно-

линейных функций с неизвестными параметрами [1, 19, 

20] или в виде рядов заданных функций с неизвестными 

коэффициентами. В работах [21, 22] и нескольких дру-

гих работах этих авторов для управления поперечными 

колебаниями балки с грузами на конце в качестве таких 

функций использовались синусы и косинусы с частота-

ми собственных колебаний системы. Поскольку перио-

ды собственных колебаний значительно меньше задан-

ного времени управления, то при таком высокочастот-

ном управлении весьма малые отклонения по времени 

управления и по собственным частотам математической 

модели и реальной системы приводят к большим откло-
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нениям конечных перемещений и скоростей от задан-

ных нулевых значений. Кроме того, искомые управля-

ющие воздействия (например, силы и моменты) должны 

быть практически реализуемыми и как реакции взаимо-

действия не должны возбуждать ответные связные коле-

бания в системе управления и в несущей конструкции. 

Это особенно важно для упругих управляемых космиче-

ских систем, обладающих плотным спектром низких 

собственных частот и требующих весьма высокой точно-

сти выполнения операций. 

В работах [23–26] для гашения колебаний системы 

по нескольким низшим собственным формам управля-

ющие воздействия ищутся на интервале управления в 

виде ряда Фурье. При этом достаточно высокая точ-

ность достигается при учете только двух или трех пер-

вых членов ряда, что позволяет получить достаточно 

«гладкие» управляющие функции. 

В работах [27–30] предложен альтернативный под-

ход для определения силовых или кинематических 

управляющих воздействий для конечных передвижений 

упругой системы за заданное время из одного состояния 

в другое с гашением упругих колебаний по нескольким 

низшим собственным формам в конечный момент вре-

мени. Для этого используются «простые» управляющие 

финитные функции (например, в виде одной волны си-

нуса или полуволны косинуса) при условии, что часто-

ты подлежащих гашению нескольких низших собствен-

ных форм колебаний системы «настраиваются» в опре-

деленных соотношениях со временем управления. 

Решения конкретных задач стабилизации или тер-

минального управления для простых систем (типа оди-

нарного или двойного маятника с подвижной точкой 

подвеса) приведены в работах [31–40]. 

При конечных перемещениях и поворотах упругих 

управляемых систем и при изменении их формы возни-

кает необходимость учитывать геометрические нели-

нейности деформирования элементов системы, а также 

переменность ее параметров. Задачи терминального 

управления такими системами являются весьма труд-

ными и решаются обычно приближенно на основе 

упрощенных редуцированных моделей (например, без 

учета упругих деформаций или считая их квазистатиче-

скими) с возможными уточнениями методом последо-

вательных приближений [1, 17, 20]. Поэтому разработка 

общих методов решения задач динамики нелинейных 

управляемых систем с переменными параметрами явля-

ется актуальной. 

Здесь для решения дифференциальных уравнений 

нестационарных колебаний с переменными коэффици-

ентами на конечном промежутке времени предложен 

новый подход, основанный на применении метода Буб-

нова-Галеркина с использованием заданных базисных 

функций времени. 

В данной работе в качестве примера общего подхо-

да рассматривается плоская линейная задача управляе-

мого перемещения за определенное время тяжелого 

твердого тела, подвешенного на тросе переменной дли-

ны с подвижной точкой подвеса, из одного положения 

покоя в другое заданное положение покоя. Закон изме-

нения длины троса задан; требуется определить закон 

управляемого горизонтального перемещения точки 

подвеса троса, при котором в момент остановки подве-

шенного тела прекращаются его колебания. Такая зада-

ча одновременного вертикального и горизонтального 

перемещения тяжелых грузов с устранением их колеба-

ний (например, на мостовом кране) имеет большое 

практическое значение для уменьшения времени опера-

ции, особенно если число таких однотипных операций 

велико. 

 

1. Постановка задачи 

 

Рассмотрим плоскую задачу передвижения за опре-

деленное время T  тяжелого абсолютно твердого тела, 

подвешенного на тросе, из начального положения покоя 

в конечное положение покоя за счет заданного измене-

ния длины троса и управляемого горизонтального пе-

ремещения точки его подвеса (рис. 1). Тело соединено 

с концом троса в точке 1, расположенной выше центра 

тяжести тела C  (точка 2) на расстоянии 2l . Рассматри-

вается два варианта пассивного управления системой: 

1) силовое управление (определяется закон изменения 

горизонтальной силы ( )P t  в точке подвеса); 2) кинема-

тическое управление (определяется закон перемещения 

точки подвеса ( )u t ). В первом варианте в качестве 

обобщенных координат рассматривается перемещение 

( )u t  и углы поворота 1( )t , 2 ( )t ; во втором варианте – 

только углы поворота 1( )t , 2 ( )t . 

 

Рис. 1. Тело, подвешенное на тросе переменной 

длины, с подвижной точкой подвеса 

Fig. 1. A body suspended on a variable length cable  

with the movable suspension point 

Начальные условия при 0t   и конечные условия 

при t T , представляющие устойчивые положения по-

коя системы, записываются в виде 

 

1 1

2 2

1 1

2 2

0; 0; 0; 0;

0; 0 при 0;

0; ; 0; 0;

0; 0 при ,

T

u u

t

u u u

t T

     

    

     

    

  (1) 

где Tu  – заданное конечное горизонтальное перемеще-

ние точки подвеса. Трос будем считать нерастяжимым, 
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его инерцией будем пренебрегать и полагать, что его 

длина 
1( )l t  изменяется по заданному закону достаточно 

медленно при условиях 

 1 1 1,0 1 1 1,(0) 0; (0) ; ( ) 0; ( ) Tl l l l T l T l      (2) 

и так, чтобы усилие в тросе при 0 t T   было растяги-

вающим. В частном случае длина троса может быть 

постоянной (
1 constl  , 

1 0l  ). 

Координаты центра тяжести тела при 0 t T   за-

писываются в виде: 

 
1 1 2 2 1 1 2 2sin sin ; cos cos ,c cx u l l z l l           (3) 

а в начальном и конечном положениях соответственно: 

0cx  , 1,0 2cz l l   при 0t  ; 
c Tx u , 1, 2c Tz l l   при 

t T . 

Задача заключается в следующем: найти управля-

ющую силу ( )P t  или управляющее перемещение ( )u t , 

при которых система за определенное время T  переме-

щается из начального состояния покоя ( 0t  , 0cx  , 

1,0 2cz l l  , 1 2 0    ) в конечное состояние покоя (

t T , c Tx u , 1, 2c Tz l l  , 1 2 0    ) с устранением 

колебаний при t T . Здесь эту задачу будем решать в 

линейной постановке для малых углов поворота троса и 

тела, полагая sin   , cos 1 . 

 

2. Уравнения движения 

 

Уравнения движения рассматриваемой системы по-

лучим по методу Лагранжа в обобщенных координатах. 

Кинетическая энергия системы и вариация работы 

управляющей силы P  и силы тяжести тела 

2 2 2

2

1 1
( ) ;

2 2
c c c cK M x z J A P u Mg z          

с учетом (3) записываются в виде 

   

2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 1 1

1 1 1 2 2 2 1 2 2 1 2

2

1 2 1 2 1 2 2

1 1 1 2 2 2

1 1
[ 2 sin

2 2

2 cos 2 cos 2 sin( )

1
2 cos( )] ;

2

( sin sin ),

c

K Mu M l l l ul

ul ul l l

l l J

A P u Mg l l

        

          

      

        

  (4) 

где M  и cJ  – масса и центральный массовый момент 

инерции тела; g  – удельная массовая сила тяжести, 

направленная вдоль оси z . 

Линеаризованные по 1  и 2  уравнения движения 

системы для случая, когда управление осуществляется 

силой ( )P t , записываются по методу Лагранжа с ис-

пользованием (4): 

 
1 1 2 2 1 1 1 1( 2 ) ;M u l l l l P           (5) 

 
1 1 2 2 1 1 12 0;u l l l g           (6) 

   1 1 2 2 1 1 1 1 2 2

2

2 ( ) 0.cJ
u l l l l g

Ml

 
             

 
  (7) 

Уравнение (5) можно записать в виде 

  
2

1 1 2 22
( )

d
M u l l P

dt
       (8) 

и последовательно проинтегрировать его дважды с уче-

том начальных и граничных условий (1). При этом по-

лучим условия для управляющих функций ( )u t  и ( )P t : 

 
0 0

1 1

0 0 0

( ) 0; ( ) 0;

( ) ( ) .

T T

T t T

T

u t dt P t dt

u P t dt dt P t tdt

 

 
   

 

 

  

  (9) 

Если из уравнения (5) выразить u  и подставить его 

в уравнения (6), (7), то они, соответственно, запишутся 

в виде 

 

1 1

2 1 2

2

1
( ) 0;

1
( ) 0.c

g l P
M

J
g l P

Ml M

   

     

  (10) 

Переменная длина троса 1( )l t  должна задаваться 

такой, чтобы выполнялось условие 
1 0g l  , при кото-

ром натяжение троса будет оставаться положительным. 

Управляющая сила ( )P t  ищется в виде финитной 

функции на интервале 0 t T  , которая при заданных 

T  и Tu  должна удовлетворять второму и третьему ин-

тегральным условиям (9) и, кроме того, должна быть 

такой, чтобы решения уравнений (8) удовлетворяли 

начальным и конечным условиям (1). Сила ( )P t , как 

реакция на конце 0z   абсолютно гибкого натянутого 

троса при его малых изгибах (в линейном приближе-

нии), уравновешивается в основном за счет изменения 

натяжения троса при его малых угловых колебаниях. 

Поэтому эта сила в линейной постановке задачи должна 

быть достаточно малой. Соответственно, процесс ко-

нечного перемещения тяжелого груза на тросе перемен-

ной длины с подвижным подвесом должен быть доста-

точно медленным. 

В случае кинематического управления рассматрива-

емой системой с помощью ускорения ( )u t  задача описы-

вается уравнениями (6) и (7). Функция ( )u t  ищется в 

классе финитных функций при 0 t T  , удовлетворяю-

щих первому условию (9) и решениям уравнений (6) и (7) 

при начальных и конечных условиях (1). При этом уста-

навливается зависимость ( )u t  от Tu , а реакция системы 

( )P t  для оценки определяется из уравнения (5). 
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Рассматриваемая задача пассивного управления ко-

лебаниями системы имеет множество решений при раз-

личных управляющих финитных функциях ( )P t  или 

( )u t  (или ( )u t ) при 0 t T   из класса функций, удо-

влетворяющих интегральным условиям (9). При опре-

делении управляющих функций из этого класса прежде 

всего необходимо, чтобы они были технически прием-

лемы и удобны для практической реализации получен-

ного расчетным путем пассивного управления с помо-

щью «жестких» приводов, т.е. чтобы они были доста-

точно гладкими и не содержали высокочастотных 

составляющих, поскольку реальные приводы обладают 

упругостью и инерцией и в них могут возникнуть «от-

ветные» колебания, искажающие расчетные управляю-

щие воздействия. 

Для минимизации энергетических затрат на управ-

ление различные подходящие управляющие функции 

можно сравнивать между собой по среднеквадратичной 

величине (норме) и по их максимальным значениям. 

При оптимальном управлении наряду с решением зада-

чи управления необходимо минимизировать определен-

ный функционал. 

 

3. Решение по методу Бубнова-Галеркина 

 

Далее рассмотрим применение метода Бубнова-

Галеркина для приближенного решения задачи кинема-

тического управления перемещением твердого тела на 

тросе переменной длины с подвижным подвесом из 

начального положения покоя в конечное положение 

покоя, которая описывается дифференциальными урав-

нениями с переменными коэффициентами (6), (7) при 

начальных и конечных условиях (1). Введем безразмер-

ное время и безразмерные параметры: 

  
2

1

1 2

2 2 2 2

; ; ; ; 1 .cJlt u gT
l u

T l l l Ml
           (11) 

Уравнения (6), (7) запишем в безразмерном виде: 

 

1 1 2 1 1 2 1 1 1

2 1 2 1 1 2 1 1

1 1 2 2

( , ; ) 2 0;

( , ; ) 2

( ) 0,

L u l l u

L u l l

l u

              

          

       

 (12) 

где штрихом ( )  обозначаются производные по  ; 

0 1   . 

Будем считать, что длина троса при передвижении 

груза изменяется по закону 

    
1 1,0 1 1 1, 1,0

1
( ) ( ); ( ) ( )(1 cos ).

2
Tl l l l             (13) 

Закон управления перемещением точки подвеса 

троса с учетом начальных и конечных условий (1) при-

мем в виде 

1

( ) sin 2 ;
N

k

k

u b k


     

 
1

1

1
( ) (1 cos2 );

2

1 1
( ) ( sin 2 ),

2 2

N

k

k

N

k

k

u b k
k

u b k
k k





    


    
 




  (14) 

где 
kb  – неизвестные коэффициенты; N  – определен-

ное в каждом конкретном случае число членов ряда. 

В конечный момент времени 1   должно выполняться 

условие (1) Tu u , которое дает одно уравнение для ко-

эффициентов 
kb : 

 
1

1
.

2

N

k T

k

b u
k




   (15) 

Приближенное решение уравнений (12) с перемен-

ными коэффициентами при 0 1    будем искать 

в рядах 

 
0

( ) ( ); 1, 2,
is

i ir r

r

C i


        (16) 

где irC  – неизвестные коэффициенты; ( )r   – заданные 

аппроксимирующие функции, удовлетворяющие части 

условий (1) для функций 1( )   и 2 ( )  . Здесь для срав-

нения и оценки точности и сходимости решений будем 

использовать два различных набора аппроксимирую-

щих функций: 

1) ( ) cos cos( 1)r r r      ; (0) (0)r r
     

(1) 0r
  ; (1) 2cosr r   ; 

2) ( ) cos( )r r    ; (0) (1) 0r r
     ; (0) 1r  ; 

(1) cosr r   . 

Удовлетворяя уравнения (12) по методу Бубнова-

Галеркина как 

1

1 2

0

( , ; ) ( ) 0; 0, 1, , ; 1, 2i p iL u d p s i        , 

получим систему линейных алгебраических уравнений 

для коэффициентов 1rC  и 2rC : 

1 2

1 2

(1) (2)

1 2 1

0 0 1

(1) (2)

1 2 2

0 0 1

0; 0,1, , ;

0; 0,1, , ,

s s N

pr r pr r p k

r r k

s s N

pr r pr r p k

r r k

C C b p s

C C b p s

  

  

      

      

  

  

  (17) 

где  

       

1 1 1

(1)

1 1

0 0 0

1 1

(2)

0 0

1 1 1

(1)

1 1 1

0 0 0

1 1 1

(2)

1

0 0 0

2 ;

; sin 2 ;

2 ;

.

pr p r p r p r

pr p r p p

pr p r p r p r

pr p r p r p r

l d l d d

d k d

l d l d l d

d l d d

               

         

               

               

  

 

  

  

 (18) 
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Система уравнений (17) должна быть дополнена 

уравнениями, представляющими невыполненные 

начальные и конечные условия для функций 
1( )   и 

2 ( )  , которым не удовлетворяют заданные функции 

( )r  , а также уравнением (15). 

1) При использовании первого набора аппроксими-

рующих функций ( ) cos cos( 1)r r r       дополни-

тельные уравнения получаются из условий (1) 0i   при 

1, 2i  : 

 
0

(1) 0; 1, 2.
is

ir r

r

C i


     (19) 

В этом случае будем иметь 
1 2( 1) ( 1) 2s s     

уравнений (17), (19) для коэффициентов 
1rC   

(
10,1, ,r s ), 

2rC  (
20,1, ,r s ) и 

kb  ( 1, 2, ,k N ). 

К этим уравнениям добавляем еще уравнение (15). То-

гда будем иметь систему 1 2( 1) ( 1) 3s s     уравнений, 

из которых наряду с коэффициентами 1rC , 2rC  можно 

определить 3N   неизвестных коэффициентов kb   

( 1, 2, 3k  ). 

2) При использовании второго набора аппроксими-

рующих функций ( ) cosr r     дополнительные 

уравнения получаются из условий (0) 0i  , (1) 0i   

при 1, 2i  : 

 
0 0

(0) 0; (1) 0; 1, 2.
i is s

ir r ir r

r r

C C i
 

        (20) 

Добавляя к системе уравнений (17), (20) уравнение 

(15), будем иметь систему 1 2( 1) ( 1) 5s s     уравне-

ний, из которой наряду с коэффициентами 1rC   

( 10,1, ,r s ), 2rC  ( 20,1, ,r s ) можно определить 

5N   неизвестных коэффициентов kb  ( 1, 2, 3, 4, 5k  ). 

 

4. Примеры расчета 

 

4.1. Управляемое перемещение тела,  

подвешенного на тросе постоянной длины 

 

Рассмотрим систему со следующими безразмерны-

ми параметрами: 
1 4l  ; 160  ; 4 3  ; 4Tu  . 

1) При использовании первого набора аппроксимиру-

ющих функций ( ) cos cos( 1)r r r       при 

1 2 5s s   значения коэффициентов kb  в законе управле-

ния (14) для 3N   соответственно: 1 7,988b   ; 

2 72,978b  ; 3 10,103b   . На рис. 2 представлены полу-

ченные графики этого закона: (а) – для ускорения ( )u  ; 

(б) – для перемещения ( )u  . На рис. 3 представлены ре-

зультаты решения для углов поворота троса (а) и подве-

шенного тела (б), а также для их безразмерных угловых 

скоростей (в) и (г) соответственно. Здесь и далее на графи-

ках углов поворота и угловых скоростей сплошной линией 

показано решение по методу Бубнова-Галеркина, а пунк-

тирной линией – численное решение по стандартной про-

грамме, реализующей метод Адамса. Если на графиках 

пунктирные линии отсутствуют, то это означает, что 

в принятом масштабе они совпадают со сплошными ли-

ниями. Для оценки точности решения вычисляются раз-

ности значений по углам 
1( )   и 

2 ( )  , а также по ско-

ростям 
1( )   и 

2 ( )  , при 1   по методу Бубнова-

Галеркина и Адамса соответственно. Здесь и далее эти 

разности обозначаются знаком  . Для данного расчетно-

го случая эти значения: 
3

1(1) 5,927 10    ; 

2 (1) 0,012   ; 
3

1(1) 6,753 10    ; 2 (1) 0,041   . 

   

          а     б 

Рис. 2. Закон кинематического управления, полученный  

при использовании первого набора аппроксимирующих  

функций ( )r   при 
1 2 5s s  : а – по ускорению;  

б – по перемещению 

Fig. 2. The kinematic control law obtained by using the first set  

of approximating functions ( )r   for 1 2 5s s  :  

a – for acceleration; b – for displacement 

    

         а     б 

    

           в     г 

Рис. 3. Полученные при использовании первого набора  

аппроксимирующих функций ( )r   при 
1 2 5s s   графики:  

углов поворота троса (а), подвешенного тела (б) и,  

соответственно, их безразмерных угловых скоростей (в), (г) 

Fig. 3. The graphs obtained when using the first set of approximating 

functions ( )r   for 
1 2 5s s  : the angles of rotation  

of the cable (a), the suspended body (b) and respectively  

their dimensionless angular velocities (c), (d) 
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Также были получены решения с использованием 

первого набора аппроксимирующих функций 

( ) cos cos( 1)r r r       при 
1 2 11s s  , 3N  . 

Значения коэффициентов 
kb  в (14): 

1 8,861b   ; 

2 91,952b  ; 
3 35,948b   . Для этого расчетного случая 

на рис. 4 представлены графики закона управления:  

а – по ускорению ( )u  ; б – по перемещению ( )u  , а на 

рис. 5 – графики для углов поворота троса (а) 

и подвешенного тела (б), а также для их безразмерных 

угловых скоростей (в) и (г) соответственно. В данном 

случае 4

1(1) 7,385 10    ; 4

2 (1) 2,238 10   ; 

3

1(1) 2,271 10    ; 
3

2 (1) 3,575 10   . 

       

         а     б 

Рис. 4. Полученные при использовании первого набора  

аппроксимирующих функций ( )r   при 
1 2 11s s   графики 

закона управления: а – по ускорению; б – по перемещению 

Fig. 4. The graphs of the control law obtained when using the first 

set of approximating functions ( )r   for 
1 2 11s s  :  

a – for acceleration; b – for displacement 

    

       а     б 

   
        в     г 

Рис. 5. Полученные при использовании первого набора  

аппроксимирующих функций ( )r   при 
1 2 11s s   графики: 

углов поворота троса (а), подвешенного тела (б) и,  

соответственно, их безразмерных угловых скоростей (в), (г) 

Fig. 5. The graphs obtained when using the first set  

of approximating functions ( )r   for 
1 2 11s s  : the angles  

of rotation of the cable (a), the suspended body (b) and,  

respectively, their dimensionless angular velocities (c), (d) 

2) При использовании второго набора аппроксими-

рующих функций ( ) cos( )r r     при 1 2 15s s   бы-

ли получены решения той же самой задачи, как в случае 

1. Значения коэффициентов в законе управления (14): 

1 6,901b   ; 
2 18,592b   ; 

3 154,253b  ; 
4 15,490b  ; 

5 69,801b   . На рис. 6 показан график закона управле-

ния для случая 2 при 5N  : (а) – для ускорения ( )u  ; 

(б) – для перемещения ( )u  . Для этого же расчетного 

случая 2 на рис. 7 представлены графики углов поворо-

та троса и подвешенного тела (а) и (б), соответственно, 

а также – их угловых скоростей (в) и (г). В данном слу-

чае имеем: 4

1(1) 3,488 10    ; 5

2 (1) 5, 402 10   ; 

3

1(1) 1,022 10    ; 3

2 (1) 1,397 10   . 

    
          а     б 

Рис. 6. Полученные при использовании второго набора  

аппроксимирующих функций ( )r   при 
1 2 15s s   графики 

закона управления: а – по ускорению; б – по перемещению 

Fig. 6. The graphs of the control law obtained when using  

the second set of approximating functions ( )r    

for 
1 2 15s s  : a – for acceleration; b – for displacement 

     

         а     б 

    
        в     г 

Рис. 7. Полученные при использовании второго набора  

аппроксимирующих функций ( )r   при 
1 2 15s s   графики:  

углов поворота троса (а), подвешенного тела (б) и,  

соответственно, их безразмерных угловых скоростей (в), (г) 

Fig. 7. The graphs obtained when using the second set  

of approximating functions ( )r   for 
1 2 15s s  : the angles  

of rotation of the cable (a), the suspended body (b) and  

respectively their dimensionless angular velocities (c), (d) 

4.2. Управляемое перемещение тела, 

подвешенного на тросе переменной длины 

 

Длина троса изменяется по закону (13). Безразмерные 

параметры системы: 1,0 4l  ; 1, 5Tl  ; 160  ; 4 3  ; 

4Tu  . 

1) При использовании первого набора аппроксими-

рующих функций ( ) cos cos( 1)r r r       при 
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1 2 5s s   значения коэффициентов 
kb  в законе управ-

ления (14) для 3N   соответственно: 
1 11,642b   ; 

2 81,407b  ; 
3 11,787b   . На рис. 8 представлены по-

лученные графики этого закона: а – для ускорения 

( )u  ; б – для перемещения ( )u  . На рис. 9 представле-

ны результаты решения для углов поворота троса (а) и 

подвешенного тела (б), а также для их безразмерных 

угловых скоростей (в) и (г) соответственно. Для данного 

расчетного случая 
1(1) 0,011   ; 

2 (1) 0,021   ; 

1(1) 0,010  ; 
2 (1) 0,033   . 

   
        а     б 

Рис. 8. Закон кинематического управления, полученный  

при использовании первого набора аппроксимирующих  

функций ( )r   при 
1 2 5s s  : а – по ускорению;  

б – по перемещению 

Fig. 8. The kinematic control law obtained by using the first set  

of approximating functions ( )r   for 
1 2 5s s  :  

a – for acceleration; b – for displacement 

    

      а     б 

    
      в     г 

Рис. 9. Полученные при использовании первого набора  

аппроксимирующих функций ( )r   при 
1 2 5s s   графики:  

углов поворота троса (а), подвешенного тела (б) и,  

соответственно, их безразмерных угловых скоростей (в), (г) 

Fig. 9. The graphs obtained when using the first set of approximating 

functions ( )r   for 
1 2 5s s  : the angles of rotation of the  

cable (a), the suspended body (b) and respectively their  

dimensionless angular velocities (c), (d) 

Также были получены решения с использованием 

первого набора аппроксимирующих функций 

( ) cos cos( 1)r r r       при 1 2 11s s  , 3N  . 

Значения коэффициентов kb  в (14): 1 13,256b   ; 

2 123,965b  ; 
3 70,781b   . Для этого расчетного случая 

на рис. 10 представлены графики закона управления: а – 

по ускорению ( )u  ; б – по перемещению ( )u  , а на 

рис. 11 – графики для углов поворота троса (а) и подве-

шенного тела (б), а также для их безразмерных угловых 

скоростей (в) и (г) соответственно. В данном случае 

1(1) 0,012   ; 3

2 (1) 5,050 10   ; 
1(1) 0,057  ; 

2 (1) 0,105   . 

   
           а     б 

Рис. 10. Полученные при использовании первого набора  

аппроксимирующих функций ( )r   при 
1 2 11s s   графики 

закона управления: а – по ускорению; б – по перемещению 

Fig. 10. The graphs of the control law obtained when using the 

first set of approximating functions ( )r   for
1 2 11s s  :  

a – for acceleration; b – for displacement 

      
         а     б 

     
        в     г 

Рис. 11. Полученные при использовании первого набора  

аппроксимирующих функций ( )r   при 
1 2 11s s   графики:  

углов поворота троса (а), подвешенного тела (б)  

и, соответственно, их безразмерных угловых скоростей (в), (г) 

Fig. 11. The graphs obtained when using the first set  

of approximating functions ( )r   for 
1 2 11s s  : the angles  

of rotation of the cable (a), the suspended body (b) and  

respectively their dimensionless angular velocities (c), (d) 

2) При использовании второго набора аппроксими-

рующих функций ( ) cos( )r r     при 1 2 15s s   бы-

ли получены решения той же самой задачи, как в случае 

1. Значения коэффициентов в законе управления (14): 

1 9,264b   ; 2 16,033b   ; 3 58,514b  ; 4 8,338b   ; 

5 124,962b  . На рис. 12 показаны графики закона 

управления для случая 2 при 5N  : а – для ускорения 

( )u  ; б – для перемещения ( )u  . Для этого же расчет-
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ного случая на рис. 13 представлены графики углов по-

ворота троса и подвешенного тела (а) и (б), соответ-

ственно, а также – их угловых скоростей (в) и (г).  

В данном случае имеем: 3

1(1) 3,347 10    ; 

4

2 (1) 9,691 10   ; 
1(1) 0,016   ; 

2 (1) 0,034  . 

     

        а     б 

Рис. 12. Полученные при использовании второго набора ап-

проксимирующих функций ( )r   при 
1 2 15s s    

графики закона управления: а – по ускорению;  

б – по перемещению 

Fig. 12. The graphs of the control law obtained when using the 

second set of approximating functions ( )r    

for 1 2 15s s  : a – for acceleration; b – for displacement 

      

      а     б 

     

     в     г 

Рис. 13. Полученные при использовании второго набора  

аппроксимирующих функций ( )r   при 
1 2 15s s   графики: 

углов поворота троса (а), подвешенного тела (б)  

и, соответственно, их безразмерных угловых скоростей (в), (г) 

Fig. 13. The graphs obtained when using the second set  

of approximating functions ( )r   for 
1 2 15s s  : the angles  

of rotation of the cable (a), the suspended body (b)  

and respectively their dimensionless angular velocities (c), (d) 

 

Заключение 

 

1. Предложен новый подход для решения задачи 

терминального управления линейной системой с конеч-

ным числом степеней свободы и с переменными пара-

метрами. Вектор обобщенных координат и управляю-

щая функция ищутся в рядах по заданным на конечном 

интервале времени аппроксимирующим функциям с 

неизвестными коэффициентами. Для коэффициентов, 

представляющих движение системы, уравнения состав-

ляются по методу Бубнова-Галеркина, а для коэффици-

ентов управляющей функции используются невыпол-

ненные при выборе аппроксимирующих функций 

начальные и конечные условия. Задача сводится к свя-

занной системе линейных алгебраических уравнений. 

2. Решена плоская задача поступательно-вращатель-

ных колебаний тяжелого твердого тела, подвешенного 

на тросе изменяемой по заданному закону длины с точ-

кой его подвеса, совершающей управляемое горизон-

тальное перемещение. Тело передвигается из начально-

го положения покоя в заданное конечное положение 

покоя за определенное время с устранением колебаний 

в конце операции. 

3. Исследована сходимость и точность решения за-

дачи при использовании двух различных наборов ап-

проксимирующих функций при двух различных числах 

членов ряда для каждого рассмотренного варианта. Для 

этого выполнены сравнения с численными решениями 

по методу Адамса дифференциальных уравнений дви-

жения системы при найденной для каждого варианта 

управляющей функции. Показано, что достаточная для 

практических расчетов точность получается при ап-

проксимации управляющей функции трехчленным ря-

дом по синусам. Такие управляющие функции вполне 

пригодны для пассивного управления системой с по-

мощью электрических или гидравлических приводов. 

4. Результаты решенной задачи имеют большое 

практическое значение для уменьшения времени опера-

ции передвижения, например, на мостовом кране (одно-

временное вертикальное и горизонтальное перемещение 

тела без его колебаний в начале и конце) тяжелых гру-

зов, подвешенных на тросе с изменяемой по заданному 

закону длиной при управляемом горизонтальном пере-

мещении точки его подвеса. 
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