
Карпов В.В. Уравнения в смешанной форме для ребристых оболочек общего вида и методика их решения // Вестник Пермско-

го национального исследовательского политехнического университета. Механика. – 2019. – № 2. – С. 116-134. DOI: 

10.15593/perm.mech/2019.2.09 

 

Karpov V.V. Mixed form equations for ribbed shells of a general type and their solutions. PNRPU Mechanics Bulletin, 2019,  

no. 2, pp. 116-134. DOI: 10.15593/perm.mech/2019.2.09 

 

 

ВЕСТНИК ПНИПУ. МЕХАНИКА 

№ 2, 2019 

PNRPU MECHANICS BULLETIN 

http://vestnik.pstu.ru/mechanics/about/inf/ 
 

 

Эта статья доступна в соответствии с условиями лицензии Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International  

License (CC BY-NC 4.0) 

This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International License (CC BY-NC 4.0) 

DOI: 10.15593/perm.mech/2019.2.09 

УДК 539.3 

УРАВНЕНИЯ В СМЕШАННОЙ ФОРМЕ ДЛЯ РЕБРИСТЫХ ОБОЛОЧЕК  

ОБЩЕГО ВИДА И МЕТОДИКА ИХ РЕШЕНИЯ 

В.В. Карпов   

Санкт-Петербургский государственный архитектурно-строительный университет, Санкт-Петербург, Россия 

О  СТАТЬЕ  
 

АННОТАЦИЯ 

Получена: 14 августа 2018 г. 
Принята: 3 апреля 2019 г. 
Опубликована: 28 июня 2019 г. 

 Рассматриваются оболочки произвольного вида, подкрепленные со стороны вогнуто-
сти перекрестной системой ребер, направленных параллельно координатным линиям. 
Места расположения ребер по оболочке задаются с помощью единичных столбчатых 
функций, так что контакт ребра и обшивки происходит по полосе. Срединная поверхность 
обшивки принимается за координатную поверхность. Учитываются геометрическая нели-
нейность, поперечные сдвиги, но считается, что оболочка пологая. Усилия выражаются 
через некоторую функцию напряжений в срединной поверхности обшивки таким образом, 
чтобы первые два уравнения равновесия выполнялись тождественно. Через эту функцию 
выражается и деформация обшивки. Введение ребер с помощью единичных столбчатых 
функций не вызывает затруднений при выражении деформаций через усилия и последу-
ющей подстановке их в моменты, так как единичные столбчатые функции могут быть и в 
знаменателе, чего нельзя сказать про дельта-функции (когда для узких ребер места рас-
положения их задаются с помощью дельта-функций). 

Из условия минимума полного функционала энергии деформации оболочки выводят-
ся уравнения в смешанной форме. При этом, кроме уравнений равновесия, вариационный 
метод позволяет получить и третье уравнение совместности деформаций в срединной 
поверхности обшивки и для ребристых оболочек. В этом уравнении функции изменения 
кривизн и кручения записываются в том же виде, что и для модели Кирхгофа–Лява, хотя и 
учитываются поперечные сдвиги. 

Приводятся уравнения в смешанной форме для ребристых оболочек общего вида и 
для модели Кирхгофа–Лява. Для ребристых пологих оболочек разработан алгоритм их 
решения и приводятся результаты расчета их устойчивости при различном числе подкреп-
ляющих ребер. 
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 The paper examines general shells supported from the incurvity side by a cross-sectional 
ribbing directed parallel to coordinate lines. Ribs’ position on a shell is set using ordinary bar 
graph functions so that the rib and shell contact is arranged along the strip. A mean shell surface 
shall be considered as a coordinate surface. Geometrical nonlinearity and transverse shears are 
considered; and the shell is considered to be shallow. Forces are expressed via stress function in 
the mid-surface of the shell in such a way that the first two equilibrium equations are fulfilled iden-
tically. Shell deformation is expressed via this function. Introduction of ribs by means of ordinary 
bar graph functions does not cause difficulties for expression of deformations using forces with 
the consequent insertion to moments, since ordinary bar graph functions may be also used in 
denominator, this is not applicable for delta-function (when positions of narrow ribs are set using 
delta-functions). 

Mixed equations are established starting from the minimum of shell energy deformation func-
tional. At that, except for equilibrium equations, the variational procedure allows obtaining the 
third equation of strain compatibility in a shell mid-surface for ribbed shells too. Curvature and 
torsion change functions are registered in the same way as for Kirchhoff–Love model considering 
transverse shears. 

Mixed form equations are given for ribbed shells of the general form and for the Kirchhoff-
Love model. For ribbed shallow shells, an algorithm for their solution has been developed and the 
results of calculating their stability for a different number of reinforcing ribs are given. 
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Введение 

 

Оболочечные конструкции применяются в различ-

ных областях промышленности [1–5], и математическое 

моделирование процесса их деформирования является 

актуальной задачей. В ряде случаев в качестве матема-

тической модели деформирования оболочки использу-

ются уравнения в смешанной форме. Например, 

в строительстве для оболочек покрытия большепролет-

ных строительных сооружений, чтобы избежать кон-

центрации напряжений вблизи контура и особенно 

в угловых точках оболочки, используется шарнирно-

подвижное закрепление контура. При таких краевых 

условиях подобрать аппроксимирующие функции для 

уравнений в перемещениях, являющихся основными 

уравнениями теории оболочек, сложно.  

Сложностей не возникает в том случае, если ис-

пользовать уравнения, содержащие одну функцию пе-

ремещений (прогиб) и функцию напряжений в средин-

ной поверхности оболочки, а при учете поперечных 

сдвигов – еще и две функции углов поворота нормали. 

По форме уравнений – это уравнения в смешанной 

форме (содержат функцию перемещения и функцию 

напряжения). Такое условное название закрепилось за 

этими уравнениями в теории оболочек (понятие урав-

нений теории оболочек в смешанной форме встречает-

ся, например, в работах В.З. Власова, О.И. Теребушко, 

Э.И. Григолюка и В.В. Кабанова). Эти уравнения, как 

и уравнения в перемещениях, являются уравнениями 

эллиптического типа и не имеют ничего общего с урав-

нениями, которые в математической литературе принято 

называть уравнениями смешанного типа – они на одной 

части области являются гиперболическими, а на другой – 

эллиптическими (например, уравнения Ф. Трикоми). 

В начале 60-х годов, с появлением ЭВМ, начинается 

исследование устойчивости оболочек с учетом геомет-

рической нелинейности. Для пологих оболочек прямо-

угольного плана исследования проводились лишь пре-

имущественно на основе уравнений в смешанной форме 

([6–8] и др.), которые до сих пор используются доста-

точно часто [2, 9–16]. В основном рассматривались 

оболочки постоянной толщины, для которых уравнения 

в смешанной форме были получены В. З. Власовым [6]. 

Уравнения в смешанной форме для ребристых обо-

лочек, когда контакт ребер и обшивки происходит по 

полосе, рассматриваются, например, в работе Б.А. Ан-

туфьева, С.Б. Антуфьева и В.Н. Сергеева [17]. Таким же 

образом ребра вводятся и в работах М.А. Мехтиева [18], 

Y.-W. Kim и Y.-S. Lee [19] и др. 

Уравнения в смешанной форме выводятся только 

для пологих оболочек, тем не менее они находят боль-

шое применение в строительстве, так как для таких 

уравнений легко подобрать аппроксимирующие функ-

ции при шарнирно-подвижном закреплении контура 

оболочки. Такая форма закрепления позволяет избежать 

концентрации напряжений вблизи контура оболочки, но 

для нее трудно подобрать аппроксимирующие функции 

при использовании уравнений в перемещениях. 
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Математическая модель процесса деформирования 

оболочечных конструкций, основанная на уравнениях в 

смешанной форме, также использовалась в работах [20–

27], в которых уравнения в смешанной форме получены 

из третьего уравнения равновесия и уравнения совмест-

ности деформаций. В некоторых из них вводятся ребра 

по методу размазывания жесткости [21, 22, 24]. В дан-

ной работе основная научная новизна заключается 

в выводе вариационным методом уравнения совместно-

сти деформаций для оболочек, подкрепленных дискрет-

но расположенными ребрами, что позволяет получать 

корректные уравнения в смешанной форме для ребри-

стых оболочек. Уравнения в смешанной форме выво-

дятся для оболочек произвольного вида (но пологих), 

подкрепленных ребрами жесткости, которые вводятся 

дискретно с учетом сдвиговой и крутильной жесткости. 

Обычно для вывода этих уравнений (в случае использо-

вания модели Кирхгофа–Лява) используются третье 

уравнение равновесия и одно из уравнений совместно-

сти деформаций в срединной поверхности оболочки. 

Уравнения совместности деформаций для оболочек об-

щего вида впервые были получены А.Л. Гольденвейзе-

ром [28] путем составления условий Гаусса–Кодацци 

для деформированной срединной поверхности. 

Целью данной работы является вывод уравнений в 

смешанной форме для ребристых оболочечных кон-

струкций, применяемых в строительстве вариационным 

методом (из условий минимума полного функционала 

энергии), и обоснование третьего уравнения совместно-

сти деформаций в срединной поверхности для ребри-

стых оболочек. Будем учитывать поперечные сдвиги 

(модель Тимошенко–Рейснера). 

Также приводятся уравнения в смешанной форме 

для ребристых оболочек (модель Кирхгофа–Лява). Для 

этой модели разработан алгоритм решения задач устой-

чивости и проведены расчеты нескольких вариантов 

конструкций. 

 

1. Вывод уравнений в смешанной форме  

для ребристых оболочечных конструкций 

 

Рассматриваются тонкостенные оболочечные кон-

струкции общего вида, подкрепленные со стороны вогну-

тости ребрами жесткости, параллельными координатным 

линиям. Срединная поверхность обшивки толщиной h  

принимается за координатную поверхность. Оси x  и y  

ортогональной системы координат направлены по линиям 

главных кривизн оболочки, ось z  – ортогонально 

координатной поверхности в сторону вогнутости (рис. 1). 

Оболочка находится под действием механических 

нагрузок , ,x yP P q  вдоль координат , ,x y z . 

Выведем уравнения в смешанной форме для 

изотропных оболочек, подкрепленных ребрами 

жесткости. Для этого вводится некоторая функция 

напряжений в срединной поверхности  ,x y  по 

определенному правилу так, чтобы первые два 

уравнения равновесия выполнялись тождественно. Так 

как рассматриваются ребристые оболочки, то будем 

учитывать поперечные сдвиги, но будем считать, что  

1 1
>> , >> ,x y

W W
k U k V

A x B y

 

 
 

где      , ; , ; ,U U x y V V x y W W x y    – неизвест-

ные функции перемещений; ,x yk k  – главные кривизны 

оболочки вдоль осей x  и y ; ,A B – параметры Ляме. 

Также считаем, что оболочка является пологой или 

разбивается в процессе деформации на пологие участки. 
 

 

Рис. 1. Схематичное изображение подкрепленной оболочки 

Fig. 1. Schematic representation of a ribbed shell 

Для пологой оболочки считается, что в процессе 

деформирования функция W  является быстро изменя-

ющейся функцией. Кроме того, считается, что пара-

метры Ляме ее координатной поверхности в пределах 

рассматриваемой области мало изменяются [1]. 

Обычно для вывода уравнений в смешанной форме 

используется третье уравнение совместности деформа-

ций в срединной поверхности оболочки. Для эксцен-

трично подкрепленных оболочек срединная поверхность 

отсутствует. За координатную поверхность принимается 

срединная поверхность обшивки. Жесткостные характе-

ристики ребер – площадь поперечного сечения ребер, 

статический момент и момент инерции этого сечения 

приводятся к координатной поверхности. В этом случае 

желательно проверить, сохраняет ли прежний вид третье 

уравнение совместности деформаций. 

Уравнения равновесия для рассматриваемых оболо-

чек будут иметь вид [16] 

= 0;
xyx

y xy x

ANBN B A
N N ABP

x x y y

  
   

   
 

= 0;
y xy

x xy y

AN BNA B
N N ABP
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= 0;
xyx

y xy x
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x x y y

  
   

   
 

= 0.
y xy

x xy y
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y y x x

  
   

   
 

Усилия и моменты, приходящиеся на единицу 

длины сечения и приведенные к срединной поверхности 

обшивки, которая принимается за координатную 

поверхность, принимают вид  

    1 22
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     13 1 23 2= , = .x x y yQ G k h F Q G k h F        

Здесь ,E   – модуль упругости и коэффициент 

Пуассона материала оболочки и ребер; , ,F S J  – 

функции, характеризующие площадь поперечного или 

продольного сечения ребер, приходящуюся на единицу 

длины сечения, статический момент и момент инерции 

этого сечения, которые в развернутом виде 

определяются выражениями [16]  
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где, например,  
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Здесь , ,j

jh r m  – высота и ширина ребер, параллельных 

оси y , и число ребер этого направления; , ,i

ih r n  – 

аналогично для ребер, параллельных оси x ; 

   = min , ;ij i j

jh h h x x   – единичная столбчатая 

функция, равная единице при j ja x b    

 = / 2, = / 2j j j j j ja x r b x r    и равная нулю при 

других значениях ;x   jy y   – единичная столбчатая 

функция, равная единице при 

 = / 2, = / 2i i i i i i i ic y d c y r d y r     и равная нулю 

при других значениях y  ( = / ; = /j j i ir r A r r B ).  

 

 

а

б  

Рис. 2. Графики единичных функций (а) и единичной 

столбчатой функции (б) 

Fig. 2. Graphs of unit functions (а) and unit column functions (b) 

Единичные столбчатые функции  jx x   и 

 jy y   введены автором для удобства задания 

ступенчато-переменной толщины оболочки (ребра, 

накладки и вырезы) и представляют собой разность 

двух единичных функций    j jx x U x a      

 jU x b  ,      i i iy y U y c U y d      . На рис. 2 

представлены графики единичных функций и единич-

ной столбчатой функции. Высота и места расположения 

ребер задаются функцией  ,H x y  с помощью этих 

функций [16]: 
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Третий член этого соотношения означает, что 

общая часть пересечения ребер, которая была уже 

учтена в первых двух членах, вычитается. В этом случае 

контакт ребра и обшивки происходит по полосе, и ребра 

при пересечении считаются жестко закрепленными 

между собой. 

Если в оболочке имеются сквозные вырезы, то их 

наличие задается функцией  

     
1 1

, .
n m

j i

i j

H x y h x x y y
 

       

Введение единичных столбчатых функций 

позволяет [29]: 

– при выводе уравнений равновесия из условий 

минимума функционала полной потенциальной энергии 

деформации оболочки, преобразовывая по-разному 

вариационное уравнение, получить краевые условия на 

боковой поверхности ребер (на краю вырезов) – 

свободный край. Для оболочек с вырезами это 

позволяет получить краевую задачу для односвязной 

области, когда краевые условия на краю выреза 

выполняются автоматически при решении краевой 

задачи; 

– предельным переходом от единичных столбчатых 

функций к дельта-функциям  

 
     

0
lim ,
j

j

j j j j
r

j

x x
x x x x r x x

r

 
         

можно получить как частный случай соотношения для 

ребристых оболочек, введенных первоначально В.З. Вла-

совым и А.И. Лурье, когда контакт обшивки и ребер 

происходит по линии, и при пересечении ребра не 

считаются жестко закрепленными между собой. 

Считаем, что оболочка допускает прогибы, соизме-

римые с ее толщиной. В этом случае деформации 

в срединной поверхности обшивки выражаются через 

перемещения , ,U V W  по формулам  

 

2

1

2

2

1 2

1 2

1 1 1
= ,

2

1 1 1
= ;

2

1 1 1 1
= ;

1 1
= , = .

x x

y y

xy

U A
V k W

A x AB y

V B
U k W

B y AB x

V U A B
V U V

A x B y AB y AB x

W W

A x B y

 
    

 

 
    

 

   
      

   

 
   

 

 (3) 

Деформации в точках, расположенных на расстоя-

нии z  от координатной поверхности, выражаются 

соотношениями  

1 2 12= , = , = 2 .z z z

x x y y x xz z z             

Здесь функции изменения кривизн 1 2,   и кручения 

12  принимают вид 

 

1 2

12

1 1 1 1
= , = ,

1 1 1
2 = .

yx

y x

y x

x y

A B

A x AB y B y AB x

A B

A x B y AB y x

  
     

   

    
      

    

(4) 

Кроме того, обозначим  

 

1 2

1 2 2 1

2 1

12 1 2

1 1 1 1
= , = ,

1 1 1
2 = .

A B

A x AB y B y AB x

A B

A x B y AB y x

  
     

   

    
      

    

 (5) 

Существуют три уравнения, связывающие дефор-

мации между собой и носящие название уравнений 

совместности деформаций (эти уравнения выражают 

собой условия Кодацци–Гаусса). Запишем одно из этих 

уравнений, которое в дальнейшем будет нужно: 

1 1 1

2 2

1 1 1
=

2 2

y xy

x xy

xyx

y xy

B A B A

x A x y x y

BA A B

y B y x y x

        
       

       

       
       
       

 

 
 2

12 1 2 2 1= .x yAB k k      
 (6) 

Здесь 1 2 12, ,    имеют вид (5). 

Введем функцию напряжений  , ,x y  связанную 

с усилиями зависимостями  

 

2

2

2

1 1 1
= ,

1 1 1
= ,

1 1 1
= .

x

y

xy

B
N

B y B y x xA B

A
N

A x A x y yAB

A B
N

AB A y x B x y x y

    
 

    

    
 

    

      
  

      

 (7) 

Если в первых двух уравнениях (1) считать 

= = 0x yP P  и подставить в них зависимости (7), то эти 

уравнения удовлетворяются тождественно. 

Выразим из соотношений (2) с учетом (7) 

деформации , ,x y xy   через функции W  и  . 

Итак, имеем  

    1 2 12
= ( ),

1
x x y

E
N h F S F        

 
 

    2 1 22
= ( ),

1
y y x

E
N h F S F        

 
 (8) 

 
  12 3= 2 = ( ).

2 1
xy xy

E
N h F S F     

  
 

Здесь для краткости через 1 2 3( ), ( ), ( )F F F    

обозначены правые части выражений (7). 
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Теперь из (8) получим  

 

 

 

 

2
21 2 1

2
22 1 2

2
23 12

= ( ) ( ) ,

= ( ) ( ) ,

= 2 1 ( ) 2 ,

x

y

xy

F
F F S

Eh

F
F F S

Eh

F
F S

Eh

     

     

    

 (9) 

где  

2 = = 1 =
h F

F
h F h F


   

   

   

=1 =1

=1 =1

= 1

;

j im n

j ij i
j i

ijn m

j iij
i j

h h
x x y y

h h h h

h
x x y y

h h


      

 


     

 

 



 

 

   

   

2

=1 =1

=1 =1

= =

.

j im n

j ij i
j i

ijn m

j iij
i j

S S S
S x x y y

h h h hh F

S
x x y y

h h

     
 

    


 



 

Подставив найденные выражения деформаций (9) 

в моменты (2), получим  

 

 

 

2
2 1 1 22

2
2 2 2 12

2
2 3 12

= ( ) ,
1

= ( ) ,
1

= ( ) .
1

x

y

xy

EJ
M S F

EJ
M S F

EJ
M S F

   


   


  


 (10) 

Здесь  

 
 

2
3 3

2 2

=1

= =
12 12

j
m

j

jj
j

Sh h
J S S J J x x

h h

  
         
  

 


 

 
 

 
   

2

=1

2

=1 =1

.

i
n

i

ii
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ij
n m

ij

j iij
i j

S
J y y

h h

S
J x x y y

h h

 
     
 
 

 
      
  

  





 

Уравнения в смешанной форме можно получить из 

условия минимума полного функционала [30], который 

может быть записан в виде  


0 0

1
= 2 2

2

2

a b

p x x x x y y

y y xy xy xy xy

E N N N

N N N

     

      

 
 

 
 

  

1 2 12 1

2

2

2 .

x y xy x x

y y

M M M Q

Q qW ABdxdy

         

   
 (11) 

Здесь , ,x y xy    – деформации, выраженные через 

перемещения (3), а , ,x y xy    – деформации, выражен-

ные через усилия (9); 
1 2 12, ,   – деформации, 

связанные с изгибом и кручением (4). 

Находя первую вариацию функционала (11) 

и приравнивая ее к нулю, получим  

2

1

0 0

1 1
= 2

2 2

1 1
2

a b

p x x

x

U A
E N B V ABk W AB

x y

B
A

y B y A x x

   
        

   

     
      

     

 
 

2

2

1 1

1 1

x

x

y

F B
N A

Eh y B y A x x

A A
B S B

x A x B y y x y

     
     

    

       
        

         

 

2

2

1 1

1
2

2

x

y y

B
A

y B y A x x

V B
N A U ABk W AB

y x

     
     

     

  
       

  

 

2

1 1
2

1 1 1

y

y

A
B

x A x B y y

F A
N B A

Eh x A x B y y y B y

     
      

     

         
        

        

 

2

1

1 1

y

x

y

B B
S A

A x x y x

A
B

x A x B y y

    
     

     

     
     

     

 

1 2

2

2

1 1
2

xy

xy

V U A B
N B A U V AB

x y y x

A B

A y x B x y x y

    
         

    

      
     

      

 

  2
2

2

1 1 1
2xy

y x

x y

F A B
N

Eh A y x B x y x y

A B
S B A

x y y x

        
     

      

    
       

     

 

21 1
xy

x

x y

A B

A y x B x y x y

A
M B

x y

      
    

      

 
     

  

 

21

1 1 B
S A

y B y A x x
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2

21

yx

y x

y

y x

EJ A B
B A

x y y x

B
M A

y x

    
       

     

 
     

  

 

22

2

2

1 1

1

y x

x y
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x A x B y y

EJ B A
A B

y x x y

      
      

     

   
       

     

 

2

212

1 1
2

y x

xy x y

A B
M B A

x y y x

A B
S

A y x B x y x y

    
            

       
       

      

 

 
2

2 1

2

y x

x y

x x

EJ A B
B A

x y y x

W
Q AB B

x

    
       

      

  
      

 

 2 2 0.y y

W
Q AB A ABq W dxdy

y

  
       

   

 (12) 

Преобразуем вариационное уравнение таким 

образом, чтобы под знаком двойного интеграла не было 

вариаций от производных функций , , , , ,x yU V W    . 

В результате получим  

0 0
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a b
xyx

y xy
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2 1
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y y xy xy

B B A
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y y y xy xy x
y

A W W
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Сомножители при U  и V в двойном интеграле 

должны равняться нулю, а это 1-е и 2-е уравнения 

равновесия. 

Проведем некоторый анализ полученного вариаци-

онного уравнения. 

Выражения в одномерных интегралах преобразо-

ваны с учетом (9). 

Заметим, что , ,x y xy    и , ,x y xy    – это одни и те 

же деформации, только имеющие разные выражения, 

так что = 0, = 0, = 0.x x y y xy xy          Поэтому 

в одномерных интегралах сомножители при 

, ,
x y

 
  

 
 будут тождественно равны нулю. 

Теперь исследуем сомножитель в двойном инте-

грале при .  Подчеркнутое одной чертой выражение 

можно записать в виде  

1 1
2

2

1 1
2 .

2

xyx

y xy

y xy

x xy

A A B
B

y B y y x x

B B A
A

x A x x y y

      
        

       

       
       

       

 

Если в него подставить выражение деформаций 

через перемещения (3), то члены, содержащие U  и V , 

взаимно сократятся, и оно примет вид  

 2

2 1 1 2 122 .x yAB k k        

Подчеркнутое двумя чертами выражение, стоящее 

сомножителем при   в двойном интеграле, можно 

преобразовать:  

 

1 1

2

1 1
.

2

xyx

y xy

y xy

x xy

A A B
B

y B y y x x

B B A
A

x A x x y y

    
      

     

     
      
     

 (13) 

Неподчеркнутое выражение, стоящее сомножите-

лем при   в двойном интеграле, представляет собой 

тоже выражение (14), когда вместо , ,x y xy    подставле-

ны их выражения (9). 

Таким образом, сомножитель при   в двойном 

интеграле примет вид  

1 1
2

2

1 1

2

xyx

y xy

y xy

x xy

A A B
B

y B y y x x

B B A
A

x A x x y y

     
       

      

     
       
     

 

 2

2 1 1 2 12 .x yAB k k         


 

Так как сомножитель перед   в двойном инте-

грале должен обращаться в ноль, то получаем третье 

уравнение совместности деформаций в срединной 

поверхности для ребристых оболочек, которое имеет 

тот же вид, что и для гладких оболочек. Заметим, что 

в этом уравнении 1 2 12, ,    при учете поперечных 

сдвигов имеют вид (5). 

Таким образом, уравнения в смешанной форме 

имеют вид  

   1 2 1 1 3 2( ) ( ) ( ) ( )x yAB k F k F B F F
x


         


 

 2 2 3 1( ) ( ) = 0,
yx
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A F F ABq
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2
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2
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x
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При шарнирно подвижном закреплении должны 

выполняться следующие краевые условия: 

при = 0, =x x a  

2 2

2 2
= 0, = 0, = 0, = 0, = 0,x

yW
xy x

   


 
 

при = 0, =y y b  

2 2

2 2
= 0, = 0, = 0, = 0, = 0.

y

xW
yx y

   


 
 

Кроме рассмотренного выше представляет интерес 

вариант уравнений в смешанной форме, основанный на 

гипотезах Кирхгофа–Лява. 

Если материал оболочки и ребер упругий и изо-

тропный, то усилия и моменты будут иметь вид (2) при 

1 2= , = .x y     

Считаем также, что оболочка допускает прогибы, 

соизмеримые с ее толщиной. В этом случае деформации 

срединной поверхности выражаются через перемеще-

ния , ,U V W  по формулам (3). 

Деформации в точках, расположенных на расстоя-

нии z  от координатной поверхности, выражаются 

соотношениями 

1 2 12, , 2 .z z z

x x y y xy xyz z z                

Здесь функции изменения кривизн 
1 2,   и 

кручения 
12  принимают вид 

 

1 2

1 2 2 1

2 1

12 1 2

1 1 1 1
, ,

1 1 1
2 .

A B

A x AB y B y AB x

A B

A x B y AB y x

  
       

   

    
       

    

 (14) 

Уравнения равновесия оболочек ступенчато-пере-

менной толщины при некоторых допущениях имеют 

вид (модель Кирхгофа–Лява) 

0,
xyx

y xy x

ANBN B A
N N ABP

x x y y

  
    

   
 

0,
y xy

x xy y

AN BNA B
N N ABP

y y x x

  
    

   
 

   

 

1 2

2 1

x x y y x xy

y xy

AB k N k N B N N
x

A N N
y


     




    


 

1 xyx

y xy

AMBM B A
M M

x A x x y y y

      
       
        

 

1
0.

y xy

x xy

AM BMA B
M M ABq

B y y x x

     
       

      
 (15) 

Введем функцию напряжений  Ф , ,x y  связанную 

с усилиями зависимостями (7). 

Если считать компоненты нагрузки 0x yP P   

и подставить зависимости (7) в первые два уравнения 

(15), то эти уравнения удовлетворяются тождественно. 

Третье уравнение (15) после подстановки в него 

вместо усилий их выражения через функцию Ф  (7), 

а вместо моментов – их выражения через функции W  

и Ф , дает одно из уравнений в смешанной форме.  

Выразим из соотношений (2) с учетом (7) деформа-

ции , ,x y xy    через функции W  и Ф . 

Теперь из (8) получим 

 2

1 2 2 1(Ф) (Ф) ,x

F
F F S

Eh
      

  2

2 1 2 2(Ф) (Ф) ,y

F
F F S

Eh
       (16) 

  2

3 2 122 1 (Ф) 2 ,xy

F
F S

Eh
      

где 2F  и 2S  ранее были подробно описаны. 

Подставив найденные выражения деформаций (16) 

в моменты (2), получим (10). 

Здесь 2J  описаны ранее. 
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Теперь, подставив (7) и (10) в третье уравнение (15), 

получим 

   

 

1 2 1 1 3 2

2 2 3 1

(Ф) (Ф) ( ) ( )

( ) ( )

x yAB k F k F B F F
x

A F F
y


       




      


 

  

 

2

2 1 1 22

2

2 2 2 12

1
(Ф)

1

(Ф)
1

EJ
B S F

x A x

EJB
S F

x

  
         

 
     
  

 

2 2

2 3 12 2 3 12(Ф) (Ф)
1 1

EJ EJA
A S F S F

y y

    
                

 

 

 

2

2 2 2 12

2

2 1 1 22

1
(Ф)

1

(Ф)
1

EJ
A S F

y B y

EJA
S F

y

   
           

 
     
  

 

 

2

2 3 12

2

2 3 12

(Ф)
1

(Ф) 0 .
1

EJ
B S F

x

EJB
S F ABq

x

 
    
  

 
        

  (17) 

Второе уравнение можно получить, если выражения 

для деформаций (16) подставить в уравнение совмест-

ности деформаций (6) 

 

 

2
2 1 2 2

2
3 2 12

1
(Ф) (Ф)

1
2 1 (Ф) 2

2

F
B F F S

x A x Eh

F
A F S

y Eh

    
         

 
     

  

 

 

 

2

1 2 2 1

2

3 2 12

(Ф) (Ф)

1
2 1 (Ф) 2

2

FB
F F S

x Eh

FA
F S

y Eh

 
     
  

 
       

 

 

 

2

1 2 2 1

2

3 2 12

1
(Ф) (Ф)

1
2 1 (Ф) 2

2

F
A F F S

y B y Eh

F
B F S

x Eh

    
          

 
      

  

 

 

 

2

2 1 2 2

2

3 2 12

(Ф) (Ф)

1
2 1 (Ф) 2

2

FA
F F S

y Eh

FB
F S

x Eh

 
     
  

 
       

 

  2

12 1 2 2 1 .x yAB k k         (18) 

Система уравнений (17), (18) – система уравнений 

в смешанной форме для оболочек ступенчато-перемен-

ной толщины, в которых учитывается геометрическая 

нелинейность, дискретное размещение ребер, их шири-

на, сдвиговая и крутильная жесткость ребер. Данная 

система может применяться для расчетов подкреплен-

ных оболочек разной формы (например, оболочек 

двоякой кривизны, цилиндрических, конических, 

тороидальных панелей и др.). Вид исследуемой 

конструкции задается с помощью значений параметров 

Ляме ,A B  и главных кривизн ,x yk k . 

 

2. Пологие оболочки, подкрепленные ребрами 

жесткости 

 

Для пологих оболочек прямоугольного плана, под-

крепленных ребрами жесткости, уравнения в смешан-

ной форме примут вид  1A B  : 

       

   

1 2 1 1 3 2

2 2 3 1

θ θ

θ θ

x yk F k F F F
x

F F
y


         


      

 

   

 

2

2 1 1 22

2

2 3 122

χ μχ
1 μ

χ
1 μ

EJ
S F

x x

EJ
S F

y

   
      
   

 
    
  

 

   

 

2

2 2 2 12

2

2 3 122

χ μχ
1 μ

χ 0,
1 μ

EJ
S F

y y

EJ
S F q

x

   
      
   

 
     
  

 

    

   

2

2 1 2 2

2

3 2 12

μ χ

1 μ χ

F
F F S

x x Eh

F
F S

y Eh

   
      

   

 
     
  

 

    

   

2
1 2 2 1

2
3 2 12

μ χ

1 μ χ

F
F F S

y y Eh

F
F S

x Eh

   
       
   

 
     
  

 

 
2

12 1 2 2 1χ χ χ χ χ .x yk k     (19) 

Здесь 

   

 

2 2

1 22 2

2

3 1

, ,

, θ ,

F F
y x

W
F

x y x

   
    

 

  
     

  

 

2 2 2

2 1 2 122 2
, χ , χ , χ .

W W W W

y x yx y
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После соответствующих преобразований получим 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2

2 2

2 2 2 2
2

x y

W W
k k

y x x y y x

S SW

x y x y x y y x

         
   

     

       
   

       

 

2 22 2 2

2 2

2 2 2 2
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2 2 2 2
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μ
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S JE W W

x y x y x x y
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y y x
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2
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2
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JE W W
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F F
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F F
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3 3 4 4 4

2

23 2 4 2 2 4

2 22 2

2 2

2 2
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y y x y x x y y

S SW W
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22 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2
.x y

S W W W W W W
k k

x yy x x y y x

       
     

       
(20) 

Здесь 
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Аналогично записывают производные от 2S . 

Имеют место соотношения 
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0 0

, ( , ) ,
j

j

a b

i j y c

x a

f x y y c x a dxdy f x y 



        

где        , , ,j j i ix a x b y c y d         – дельта-

функции. 

Уравнение в смешанной форме применяется при 

шарнирно-подвижном закреплении контура. Предпо-

лагается, что оболочка по криволинейным кромкам 

свободна оперта, а в плоскости xoy перемещения 

свободны в направлениях, нормальных кромкам. 

В этом случае, например, при 0,x x a   0,U   

поэтому должно быть 
1( ) 0, 0,xN F V     0,W   

0.xM   Функция ( , )W x y  вдоль оси y не должна 

меняться, поэтому 0
W

y





 и, следовательно, 0.y   

Таким образом, при 0,x x a   должны выпол-

няться условия 

 1 1 2( ) 0, 0, 0,xF W M D        

 2 1

1
( ) ( ) 0 .y F F

Eh
       

Следовательно, при заданных краевых условиях 

угловые точки оказываются закрепленными, а осталь-

ные точки контура могут перемещаться только в на-

правлениях, перпендикулярных к контуру в плоскости 

xoy  (рис. 3). 

 

 

Рис. 3. Пологая оболочка, шарнирно-подвижно  

закрепленная по контуру 

Fig. 3. A shallow shell, hingedly and movably fixed  

along the contour 

Для решения уравнений (20) применяем метод 

Бубнова-Галеркина, при этом  
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, 3 3 ,

, 3 3 ,

N

I

N

I

W x y W I X I Y I

x y I X I Y I







  




 (21) 

где ( ), ( )W I I  – неизвестные числовые параметры; 

   3 , 3X I Y I  – известные аппроксимирующие функ-

ции, а именно синусы нечетных аргументов по соот-

ветствующей координате для симметричной задачи. 

Подставив (21) в (20), получим 
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Здесь 
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3 3 ; 3 3 ;
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a I X I Y I a I X I Y I
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3 3 3 3 ;x y

a I X I Y I a I X I Y I

a I k X I Y I k X I Y I

   

  

     22 , 3 3 3( ) 3 ( )

3 ( ) 3 ( ) 3 ( ) 3 ( ).

a I K X I Y I X K Y K

X I Y I X K Y K

  

   
 

Теперь нужно полученные соотношения (22) умно-

жить на аппроксимирующие функции 3( ) 3( ),X l Y l  

проинтегрировать в пределах 0 ,x a   0 y b   и 

приравнять к нулю. В результате получили нелинейную 

систему алгебраических уравнений, которая после 

введения обозначения 3( ) 3( )i ia a X l Y l  примет вид 





1

1

1

( ) 1( , ) ( ) 2( , )

( ) ( ) 3( , , ) ( ) 0,

( ) 4( , ) ( ) 5( , )

N

Ι
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k

N

Ι

I C I l W I C I l

W I k C I k l C l q

I C I l W I C I l







  


   



  







 

 
1

( ) ( ) 6( , , ) 0.
N

k

W I k C I k l



  


  (23) 

Здесь коэффициенты 1 6C C  представлены  

в Прил. 1. 

Система уравнений (23) – это система нелинейных 

алгебраических уравнений, которую кратко можно 

записать в виде 

 ( , ) 0,Ζ X q   (24) 

где X  – функция от нагрузки ,q   ( ) ( ) .
T

X W I I   

Для решения этой системы можно применить метод 

продолжения решения по параметру [31, 32]. Если за 

параметр продолжения решения принять нагрузку ,q  

то после дифференцирования уравнения (24) по 

параметру q  получим 

0.
Ζ dX Ζ

X dq q

 
 

 
 

Это дифференциальное уравнение нужно решать 

при начальном условии (0) 0.X   

Применив метод Эйлера для решения этой 

начальной задачи, получим линеаризированное 

уравнение 

 0.
Ζ Ζ

X q
X q

 
   

 
 (25) 

На первом этапе нагружения 0 0,X   0 0.q   

На i-м этапе нагружения 
1 ,i i iX X X 

1 .i i iq q q   

Таким образом, на каждом этапе нагружения 

решается начальная задача с накопленными к этому 

этапу значениями  ( ), ( ) .
T

i i iX W I I   

Для системы уравнений (23) линеаризированные 

уравнения (25) будут иметь вид 

 

 

 

1 1

1

1 1

( ) 1 , ( ) 3( , , ) ( )

2 , ( ) 3( , , ) ( ) 0,

( ) 4 , ( ) 6( , , )

N N

I k

N

p

k

N N

I k

I C I l W k C k I l W I

C I l k C I k l C l q

I C I l W k C k I l

 



 

  
     

 

 
      
 

  
    

 

 



 

 

  
1
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N

k

W I C I l k C I k l


 
    

 
  (26) 

На первом этапе нагружения уравнения примут вид  

 0 0 0( ) 0, ( ) 0, 0 ,W I I q     

 1 1 1

1

( ) 1( , ) ( ) 2( , ) ( ) 0,
N

p

I

I C I l W I C I l C l q


      

 1 1

1

( ) 4( , ) ( ) 5( , ) 0
N

I

I C I l W I C I l


   . 

После решения этого уравнения получим значения 

1( ),W I  1( )I . 

Таким образом, становится возможным вычислить 

значения для следующего этапа нагружения: 

1 0 1( ) ( ) ( ),I Ι I   1 0 1( ) ( ) ( ),W I W Ι W I 

1 0 1.q q q   

На втором этапе система уравнений будет иметь 

вид  
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Отсюда получим 

2 1 2( ) ( ) ( ),I Ι I   2 1 2( ) ( ) ( ),W I W Ι W I 

2 1 1.q q q   
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На i-м этапе система уравнений будет иметь вид 
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Теперь, после решения этой системы, получим 

1( ) ( ) ( ),i i iI Ι I   1( ) ( ) ( ),i i iW I W Ι W I 

1 1.i iq q q   

Таким образом, находим последовательно значения 

функций ( , ), ( , )W x y x y  до нагрузки, соответствующей 

потере устойчивости оболочки (при этой нагрузке 

процесс расходится). 

Для обхода критических точек графика «нагрузка  

q  – прогиб W » (рис. 4) можно применить следующий 

прием. 

Задается значение приращения прогиба Δ 1W  

в центре оболочки при / 2,x a  / 2,y b  например 

1 0,1W h  , и вычисляется на i-м этапе нагружения: 

1

( ) 3( ) 3( ).
N

i i

I

W W I X I Y I


    

 

B

A
q

W

W

q

0
 

Рис. 4. Кривая «нагрузка – прогиб» пологой оболочки 

Fig. 4. The "load-deflection" curve of the shallow shell 

Это значение должно равняться 1W . Так как 

решается линейная задача, то умножаем ( )iW I  на 

значение 
1

i

W

W




 и iq  умножаем на 

1
.

i

W

W




 И таким 

образом поступаем на каждом этапе нагружения. 

Методика определения значения критической 

нагрузки заключается в следующем. При исследовании 

устойчивости строится график зависимости «нагрузка – 

прогиб» в некоторой точке оболочки, например в ее 

центре. Анализируются особые точки этого графика, 

соответствующие экстремумам кривой. При этих 

нагрузках «хлопком» происходит переход на новое 

равновесное состояние. По сути дела для нахождения 

критических нагрузок применяется критерий Ляпунова, 

когда малому изменению входного параметра 

(нагрузки) соответствует существенное изменение 

выходного параметра (прогиба). 

 

3. Расчеты устойчивости пологих  

ребристых оболочек 

 

В качестве примера применения описанного алго-

ритма для исследования устойчивости оболочек, шар-

нирно подвижно закрепленных по контуру, рассмотрим 

пологую оболочку с параметрами 1,2м,a b   

1 2 4,8м,R R   
50,01м, 2,1 10h E    МПа, 0,3,   

подкрепленную различным набором регулярно 

расставленных ребер шириной 2h и высотой 3h. Чтобы 

можно было сравнивать результаты расчета 

с результатами работы [8], расчеты проведем в первом 

приближении (N = 1). 

На рис. 5 представлены графики «нагрузка–прогиб» 

оболочки в центре (кривая 1, красный цвет) и в 

четверти (кривая 2, синий цвет) для оболочки 

постоянной толщины. При этом критическая нагрузка 

0,62crq  МПа, что совпадает с результатами работы 

[8]. На рис. 6 представлены аналогичные результаты 

для оболочки, подкрепленной четырьмя ребрами (по 

два ребра в каждом направлении). Здесь критическая 

нагрузка составила 0,74crq  МПа. 

В таблице представлены критические нагрузки для 

рассматриваемой оболочки, подкрепленной различным 

набором ортогональных ребер. Также приводятся данные, 

полученные для шарнирно-неподвижно закрепленной 

оболочки при использовании модели в перемещениях. 

Критические нагрузки для рассматриваемой оболочки, 

подкрепленной различным набором  

ортогональных ребер 

Critical loads for the shell under consideration supported  

by a various set of orthogonal ribs 

Критические 

нагрузки 

Число ребер 

0 2 18 36 

При использовании модели в смешанной форме  

и шарнирно-подвижном закреплении контура 

crq , МПа 0,62 0,74 1,25 1,8 

Повышение crq , % – 19 101 190 

При использовании модели в перемещениях  

и шарнирно-неподвижном закреплении контура 

crq , МПа 1,16 1,33 – – 

Повышение crq , % – 14 – – 

 

При увеличении числа ребер, подкрепляющих обо-

лочку, критическая нагрузка существенно возрастает. 
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Рис. 5. Кривая «нагрузка – прогиб»  

пологой оболочки без ребер 

Fig. 5. The "load – deflection" curve  

of the shallow shell without ribs 

 

Рис. 6. Кривая «нагрузка – прогиб» пологой оболочки  

с 4 ребрами 

Fig. 6. The "load – deflection" curve of the shallow  

shell with 4 ribs 

Заключение 

 

Таким образом, вариационный метод позволяет по-

лучить уравнения в смешанной форме для подкреплен-

ных оболочек произвольного вида с учетом поперечных 

сдвигов и естественные краевые условия. Единственное 

ограничение – оболочки должны быть пологими и 

находиться только под действием поперечной нагрузки. 

Для эксцентрично подкрепленных ребрами жесткости 

оболочек нейтральная поверхность отсутствует, поэто-

му жесткостные характеристики ребер приведены 

к срединной поверхности обшивки, которая принимает-

ся за координатную поверхность. 

Для ребристых оболочек в соотношениях усилий и 

моментов появляется дополнительное слагаемое (в от-

личие от гладких оболочек), учитывающее взаимное 

влияние тангенциальных и изгибных деформаций сре-

динной поверхности обшивки. 

Введение ребер с помощью единичных столбчатых 

функций, когда контакт ребер и обшивки происходит по 

полосе, не вызывает затруднений при выражении де-

формаций через усилия и последующей подстановке их 

в моменты, так как единичные столбчатые функции 

могут быть в знаменателе. 

Кроме уравнений равновесия, вариационный метод 

позволяет получить третье уравнение совместности де-

формаций в срединной поверхности обшивки и для 

ребристых оболочек. В этом уравнении функции изме-

нения кривизн и кручения должны быть такими же, как 

и для модели Кирхгофа–Лява, несмотря на то, что учи-

тываются поперечные сдвиги. 

Проведенное исследование устойчивости ребри-

стых пологих оболочек прямоугольного плана при шар-

нирно подвижном закреплении контура показало, что 

наличие ребер существенно увеличивает критическую 

нагрузку. Рассматриваемая оболочка, но при шарнирно-

неподвижном закреплении по контуру (при использова-

нии уравнений в перемещениях) становится более 

жесткой и при некотором числе подкрепляющих обо-

лочку ребер перестает терять устойчивость. 
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