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МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКОГО ПОВЕДЕНИЯ  

ПРОСТРАНСТВЕННО-АРМИРОВАННЫХ ПЛАСТИН ИЗ НЕЛИНЕЙНО-УПРУГИХ  

МАТЕРИАЛОВ В РАМКАХ УТОЧНЕННОЙ ТЕОРИИ ИЗГИБА 

А.П. Янковский   

Институт теоретической и прикладной механики им. С.А. Христиановича СО РАН, Новосибирск, Россия 

О  СТАТЬЕ  
 

АННОТАЦИЯ 

Получена: 03 декабря 2018 г. 
Принята: 20 июня 2019 г. 
Опубликована: 28 июня 2019 г. 

 Построены уточненные математические модели изгибного деформирования про-
странственно-армированных гибких пластин, изготовленных из нелинейно-упругих мате-
риалов компонентов композиции. Геометрическая нелинейность задачи учитывается в 
приближении Кармана. Полученные уравнения позволяют с разной степенью точности 
определять деформированное состояние таких конструкций при учете их возможного сла-
бого сопротивления поперечным сдвигам. В частном случае из этих уравнений получаются 
соотношения традиционной неклассической теории Редди. Решение сформулированной 
приведенной начально-краевой задачи разыскивается с применением явной численной 
схемы типа «крест». Продемонстрировано, что в общем случае не при всех простран-
ственных структурах армирования пластин удается разработать явную численную схему. 
Исследовано динамическое поведение плоско- и пространственно армированных пластин 
разной формы и относительной толщины под действием воздушной взрывной волны. По-
казано, что в случае сильно выраженной анизотропии для относительно толстых прямо-
угольных пластин замена плоской структуры на пространственную структуру армирования 
позволяет уменьшить прогибы по модулю на несколько десятков процентов, а интенсив-
ность деформаций компонентов композиции – в разы. Уменьшение степени анизотропии 
композиции и относительной толщины пластин приводит к ослаблению эффекта от заме-
ны плоской структуры армирования на пространственную структуру. В кольцевых пласти-
нах с жесткой внутренней шайбой этот эффект не проявляется. Наоборот, замена плоской 
структуры армирования на пространственную структуру приводит к ухудшению динамиче-
ских характеристик таких конструкций даже при их относительно большой толщине. Про-
демонстрировано, что динамическое поведение пластин, рассчитанное по теории Редди, 
существенно отличается от расчетов по уточненным теориям, особенно при сравнении 
деформированных состояний компонентов композиции. 
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 Refined mathematical models are constructed for the flexible deformation of spatially reinforced 
flexible plates of nonlinear elastic materials of the composition components. The geometric nonline-
arity of the problem is taken into account in the Karman approximation. The obtained equations 
allow determining the deformed state of such structures with different degrees of accuracy taking 
into account their possible weak resistance to transverse shear. As a special case, based on these 
equations the relations of the traditional non-classical Reddy theory are obtained. The solution of the 
initial boundary value problem is obtained using an explicit numerical scheme of the “cross” type. It 
is shown that in a general case of plates an explicit numerical scheme cannot be developed for all 
spatial structures of reinforcement. The dynamic behavior is investigated for the flat and spatially 
reinforced plates of different shapes and relative thickness under the action of an air blast wave. It is 
shown that in the case of a strongly denominated anisotropy for relatively thick rectangular plates, 
the replacement of a flat structure with a spatial reinforcement structure reduces deflections modulo 
several tens of percent, and reduces the intensity of deformation of the components of the composi-
tion by several times. The reduction of the anisotropy degree of the composition and the relative 
thickness of the plates leads to a weakening of the effect of replacing the flat reinforcement structure 
on the spatial structure. This effect does not occur in annular plates with a rigid inner insert. On the 
contrary, the replacement of the flat reinforcement structure with the spatial structure leads to the 
deterioration of dynamic characteristics of such structures even of their relatively large thickness. It 
is shown that the dynamic behavior of plates calculated according to the Reddy theory significantly 
differ from the calculations according to the refined theory, especially when comparing the strain 
states of the components of the composition. 
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Введение 
 

В современных инженерных изделиях широко ис-

пользуются тонкостенные элементы конструкций из ком-

позиционных материалов (КМ) [1–6]. Особый интерес 

в последние десятилетия вызывают КМ с пространствен-

ными структурами армирования [7–10], потому что такие 

структуры позволяют устранить серьезный недостаток 

плоскоармированных сред – расслоение в силу слабого 

сопротивления сдвигу и отрыву в поперечном направле-

нии, а также позволяют локализовать трещины в пределах 

нескольких ячеек периодичности композиции. Следова-

тельно, актуальной является проблема адекватного описа-

ния механического поведения пространственно армиро-

ванных сред. Моделирование линейно-упругого деформи-

рования пространственно армированных сред было 

проведено в [11–13]. В работе [13], кроме того, было пока-

зано, как, используя метод переменных параметров упру-

гости и полученные в [13] структурные соотношения, 

можно построить итерационную структурную модель не-

линейно-упругого деформирования КМ-среды. 

При некоторых пространственных структурах ар-

мирования элементов тонкостенных конструкций 

(например, при ортогональном 3D-армировании [7, 8, 

10, 11]) так же, как и при плоскоперекрестном армиро-

вании, может проявляться их слабое сопротивление 

поперечным сдвигам, поэтому и при пространственном 

армировании актуальна проблема адекватного описания 

механического поведения КМ-пластин при изгибе. 

Ослабленное сопротивление тонкостенных КМ-

конструкций поперечным сдвигам традиционно учиты-

вается в рамках теорий Рейсснера [14–17] или Редди 

[18–22]. В [20] показано, что при линейно-упругом де-

формировании тонкостенных КМ-конструкций не тре-

буется уточнять решения, полученные в рамках теории 

Редди. В работе же [23] было продемонстрировано, что 

уже в случае нелинейно-упругого поведения компонен-

тов композиции плоскоармированных пластин требует-

ся использовать более точные кинематические соотно-

шения [16, 24, 25], чем в теории Редди [22]. 

Численное интегрирование нелинейных начально-

краевых задач изгиба тонкостенных элементов кон-

струкций, как правило, осуществляется с применением 

явной схемы типа «крест» [16, 22, 23] или неявных ме-

тодов Ньюмарка [26–29]. 

В связи со всем вышеизложенным данная работа 

посвящена моделированию изгибного поведения про-

странственно армированных гибких пластин из нели-

нейно-упругих материалов в рамках уточненной (по 

сравнению с моделью Редди) теории с применением 

явной пошаговой схемы типа «крест» [23]. 

 

1. Постановка задачи 

 

Рассмотрим КМ-пластину толщиной 2h (рис. 1), с 

которой свяжем прямоугольную декартову систему ко-

ординат 
ix  таким образом, чтобы ось 

3Ox  была перпен-

дикулярна пластине, а отсчетная плоскость 
1 2Ox x  сов-
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мещалась со срединной плоскостью (
3x h ). Конструк-

ция плоскоперекрестно или пространственно-перекрестно 

армирована K семействами волокон с интенсивностями 

армирования 
k , 1 k K  . По толщине пластины струк-

тура армирования однородна. (На рис. 1, а изображен 

случай с плоско ортогональным 2D-армированием  

( 2K  ); на рис. 1, б – с пространственно-ортого-

нальным 3D-армированием ( 3K  ) [7, 8, 10, 11]; 

на рис. 1, в – с неортогональным пространственным  

4D-армированием ( 4K  ) [8].) Относительное объем-

ное содержание связующего в представительном эле-

менте композиции обозначим 
0 . 

 
а     б    в 

Рис. 1. Элемент композитной пластины: с плоской ортогональной структурой 2D-армирования (а); с пространственной  

ортогональной структурой 3D-армирования (б); с пространственной неортогональной структурой 4D-армирования (в) 

Fig. 1. Composite plate element: with a flat orthogonal structure of 2D-reinforcement (a); with spatial orthogonal structure  

of 3D-reinforcement (b); with spatial non-orthogonal 4D-reinforcement structure (c) 

 

Для описания возможного (например, в случаях ис-

пользования 2D- и 3D-структур армирования, изобра-

женных на рис. 1, а и б) слабого сопротивления кон-

струкции поперечным сдвигам используем уточненные 

кинематические соотношения [23]. Тогда, учитывая 

геометрическую нелинейность задачи в приближении 

Кармана, осредненные деформации композиции ij  

и перемещения 
iU  точек исследуемой КМ-пластины 

аппроксимируем так [23]: 
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   3 3, , , , ,U t w t G x h  r x x  

    0 1 2 1 2 3, , , , , ,t t x x x x x  x r   (3) 

где w – прогиб точек срединной плоскости; 
iu  – танген-

циальные перемещения точек этой плоскости; 
( )

3i

 , 
( )

3i

  – 

деформации поперечных сдвигов на верхней (
3x h  ) и 

нижней (
3x h  ) лицевых поверхностях пластины; 

0t  – 

начальный момент времени t; 
i  – оператор частного 

дифференцирования по переменной 
ix  ( 1, 2i  ); M – 

целое число, определяющее количество слагаемых, 

удерживаемых в частичных суммах степенных рядов по 

3x ; G – область, занимаемая пластиной в плане. В слу-

чае 0M   из (1)–(3) вытекают кинематические соот-

ношения теории Редди [18–22]. Равенство (3) – тради-

ционная для тонких пластин кинематическая гипотеза, 

согласно которой изменяемость перемещения  3 ,U t r  

в поперечном направлении 
3Ox  не учитывается [14–23]. 

Таким образом, в соотношениях (1)–(3) неизвестны 

функции w, 
iu , 

( )

3i

  и 
( )

3

m

i  ( 1, 2i  , 0 m M  ), кото-

рые зависят только от двух пространственных перемен-

ных 
1x , 

2x  и от времени t. 

Предполагаем, что компоненты композиции одно-

родны и изотропны, а нелинейно-упругое их поведение 

1x
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описывается обобщенными квазилинейными определя-

ющими соотношениями (8) из [22], позволяющими учи-

тывать свойство разносопротивляемости, причем мате-

риальные функции удовлетворяют достаточным усло-

виям сходимости метода последовательных 

приближений (см. стр. 199 в [30]), обобщающего метод 

переменных параметров упругости. Тогда в рамках ите-

рационной структурной модели нелинейно упругоде-

формируемой пространственно-армированной среды 

[13] в текущий момент времени t на данной итерации 

связь между осредненными напряжениями ij  и дефор-

мациями ij  в композиции определяется линеаризован-

ным матричным равенством (см. (11) в [22]) 

 , A    (4) 

где 

 
Т

11 22 33 23 31 12, , , , , ,         

  
Т

11 22 33 23 31 12, , , , , ,        (5) 

 ijaA  – известная 6 6 -матрица, которую можно 

трактовать как матрицу эффективных жесткостей КМ-

среды; Т – операция транспонирования. Элементы ija  

матрицы A зависят от структуры армирования (направ-

лений и плотностей 
k  армирования), от деформиро-

ванного состояния композиции ij , определенного из 

решения на предыдущей итерации в данный момент 

времени, и вычисляются по структурным формулам из 

[13]. Направления армирования однозначно определя-

ются углами сферической системы координат 
k  и 

k  

(рис. 2, где согласно [13] изображена взаимная ориента-

ция локальной 
( ) ,k

ix  связанной с траекторией волокна k-

го семейства, и глобальной 
ix  ( 1, 3i  ) системами ко-

ординат). 

 

Рис. 2. Локальная система координат, связанная  

с арматурой k-го семейства 

Fig. 2. The local coordinate system associated  

with the armature of the k-th family 

В настоящей работе КМ-конструкция рассматрива-

ется как тонкостенная гибкая система, поэтому с при-

емлемой для практического использования точностью 

напряжение  33 ,t r  можно аппроксимировать линей-

но по переменной 
3x  [15]: 
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x x
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где    ( )

33 33, , ,t t h   x x  – нормальные напряжения 

на верхней (+) и нижней (–) лицевых поверхностях пла-

стины, известные из силовых граничных условий. 

Матричное равенство (4) представляет собой систе-

му шести алгебраических уравнений. Согласно струк-

туре векторов-столбцов   и   (5) из третьего равенства 

системы (4) можно определить линейную поперечную 

деформацию пластины: 

   1

33 33 33 31 11 32 22 34 23 35 31 36 12 ,a a a a a a               (7) 

где напряжение 
33  предполагается известным из (6), 

а деформации ij  в правой части можно выразить по 

формулам (1) через двумерные функции w, 
lu , 

( )

3l

 , 
( )

3

m

l  

( 0 m M  ) и их производные по 
lx  ( 1, 2l  ). 

Для приведения трехмерных уравнений динамиче-

ского равновесия КМ-пластины к двумерным уравнени-

ям движения, как и в [23], используем метод взвешен-

ных невязок, выбирая в качестве весовых функций од-

нородные полиномы 3

lx . При этом, учитывая 

предположения (3) и (6), получим [23] 
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   ( )

3 3, , , 1, 2, 0 1.

h

l l

i i

h

u t U t x dx i l M


    x r   (10) 

Здесь 
0 , 

k  – объемная плотность материалов связу-

ющей матрицы и арматуры k-го семейства; 
iX  – компо-

ненты объемной нагрузки, действующей на компози-

цию, которая определяются по правилу простой смеси, 

аналогично  ;    ( )

3 3, , ,i it t h   x x  – касательные 

напряжения на верхней (
3x h  ) и нижней (

3x h  ) 

лицевых поверхностях конструкции, известные из си-

ловых граничных условий. Согласно третьему соотно-

шению (9), (0)

ij ijM F  и (1)

ij ijM M  – погонные мем-

бранные силы и механические моменты в КМ-пластине; 
(0)

3 3i iM F  ( , 1, 2i j  ) – погонные поперечные силы; 

остальные силовые факторы в (8) – погонные моменты 

высших порядков от напряжений. 

Для однозначного интегрирования исследуемой за-

дачи нужно задать граничные и начальные условия. На 

той части кромки пластины (обозначим ее 
 ), где за-

даны силовые граничные условия, имеют место соот-

ношения в силовых факторах (9) [23]: 

     

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 13 2 2 23

2 2
(0) (0) (0)

3 3

1 1

, ,

, ,

l l l l l

i i i i i

j j js s

j s

n M M w n M M w P t

n M M w P t
 

     

 
   

 
 

x

x
  

 
01, 2, 0 1, , .i l M t t     x  (11) 

На другой части кромки конструкции (обозначим ее 

u ), где заданы кинематические граничные условия, 

получим следующие соотношения для обобщенных ки-

нематических переменных (10) при учете (3) [23]: 

       ( ) ( )

3, , , , , ,l l

i iw t U t u t u t  x x x x   

 
01, 2, 0 1, , .ui l M t t     x  (12) 

Здесь 

   

   

( )

3 3

( )

3 3

, , ,

, , ( 1, 3, 1, 2),

h

l l

j j

h

h

l l

i i

h

P t p t x dx

u t U t x dx j i



 





  





x r

x r

 

 
1 2cos , sin ,n n      (13) 

где jp  – заданные на торцевой поверхности КМ-пластины 

внешние распределенные нагрузки, действующие в 

направлениях jx  ( 1, 3j  ); 
3U
 – заданный на 

u  прогиб; 

iU
 – заданные на торцевой поверхности перемещения 

в тангенциальных направлениях 
ix  ( 1, 2i  ); 

( )l

iu  – из-

вестные функции на кромке 
u ;   – угол внешней норма-

ли к контуру 
u     (ограничивающему область G), 

отсчитываемый от направления 
1Ox . 

В момент времени 
0t t  необходимо задать началь-

ные условия (см. (3), (10)) [23]: 

           

   

( ) ( )

0 03 0 03 0 0

( ) ( )

0 0

, , , , , ,

, , , 1, 2, 0 1,

l l

i i

l l

i i

w t U w t V u t u

u t v G i l M

  

     

x x x x x x

x x x
 (14) 

где 

       ( ) ( )

0 0 3 3 0 0 3 3, ,

h h

l l l l

i i i i

h h

u U x dx v V x dx
 

  x r x r   

 1, 2, 0 1.i l M     (15) 

Здесь 0 jU , 0 jV  ( 1, 3j  ) – известные при 
0t t  значения 

перемещений и скоростей точек КМ-пластины; 
( )

0

l

iu , 
( )

0

l

iv  

( 1, 2i  ) – известные в начальный момент времени 
0t  

функции. 

Согласно равенствам (13), 
(0)

iP  и 
(0)

3P  – заданные на 

кромке конструкции погонные силы, действующие 

в направлениях 
ix  и 

3x  соответственно, а 
(1)

iP  – извест-

ные погонные механические моменты относительно 

осей jx  ( 3j i  , 1, 2i  ); остальные величины в пра-

вых частях соотношений (11) – заданные моменты 

высших порядков от известных поверхностных сил, 

приложенных к торцевой поверхности. 

Таким образом, для однозначного интегрирования 

приведенной начально-краевой задачи в каждой точке 

области G, занимаемой пластиной в плане, в начальный 

момент времени 
0t  нужно задать условия (14) с учетом 

(15), а в каждой точке граничного контура Г необходи-

мо задать силовые (11) или кинематические (12) (при 

учете (13)) граничные условия. Возможно задание на 

кромке пластины и смешанных из (11), (12) граничных 

условий, например, в случае шарнирного опирания. 

Согласно равенствам (10), проинтегрируем соотно-

шения (2) по толщине конструкции с весами 3

lx   

( 0 1l M   ), после чего получим матричные соотно-

шения [23] 

1 ( ) ( ) ( ) ( )

3 3 ,i i i i iw          ε C u w e e   

 
1 ( ) 1 ( )1, 2 ( , ),i      w C w e C e  (16) 

где 

 
T

(0) (1) (2) ( ) ( 1), , , ..., , ,M M

i i i i i iu u u u u u   

  
T

(0) (1) ( 1) ( )

3 3 3 3, , , ..., , .M M

i i i i i iu     ε  (17) 

Здесь 1
C  – матрица, обратная ( 2) ( 2)M M   -

матрице  ijcC ,  iww ,  ( ) ( )

ie
 e  – ( 2)M  -

компонентные векторы-столбцы, элементы которых ijc , 

iw , 
( )

ie


 (1 , 2i j M   ) вычисляются по формулам 

(40) из [23] и не зависят от решения задачи. 
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Для замыкания системы двумерных уравнений рас-

сматриваемой задачи к уравнениям движения (8) необ-

ходимо присоединить четыре силовых граничных усло-

вия по касательным напряжениям на лицевых поверх-

ностях пластины [23]. Согласно определяющему 

соотношению (4) и структуре векторов-столбцов   и   

(см. (5)) для соответствующих касательных напряжений 

имеем выражения 

1 11 2 22 3 33 4 23i i i ia a a a          

 
5 31 6 12 3 , 1, 2,i i la a l        (18) 

где 

 
5 при 1,

4 при 2,

l
i

l


 


  (19) 

ija  – элементы матрицы A в (4). 

Используя (7), исключим из (18) деформацию 
33 , 

тогда на лицевых поверхностях 
3x h   при учете (1) 

получим граничные условия 

 

2 2
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1 1
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01, 2, , ,l G t t  x   (20) 

где 
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3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3 36

3 312 321 6( ) ( )

33 33
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313 331 5 ( )
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l jj ij l l i
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l l i
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l l i

a a a a
A a A A a

a a

a a
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a a
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3

( )

( ) ( )3

3 ( )

33

, , , 1, 2.i

l kn kn x h

a
b a a j l

a



 

 
    (21) 

Здесь 
( )

33

 , 
( )

3l

  определены в (6) и (8). Индексы i и l 

в (21) связаны соотношением (19). 

Согласно (21) правые части в (20) и коэффициенты 

в левых частях равенств (20) известны в данный момент 

времени t на текущей итерации метода последователь-

ных приближений. Аналогичные (20) граничные усло-

вия по нормальным напряжениям 
( )

33

  на лицевых по-

верхностях удовлетворить не удается в силу принятия 

кинематической гипотезы (3). 

 

2. Численный метод расчета 

 

Численное интегрирование рассматриваемой нели-

нейной задачи будем осуществлять на основе процеду-

ры шагов по времени [16, 22, 23, 26], т.е. искомые 

функции будем определять в дискретные моменты вре-

мени 
1n nt t     ( 0, 1, 2...n  ), где const 0    – шаг 

по времени. При этом предполагаем, что в предшеству-

ющие два момента времени 
st t  уже известны значе-

ния следующих функций: 

       

       

   

( ) ( )

( ) ( )

3 3

, , , ,

, , , ,

, , 1, 2, 1, 3, , 1, 6,

ss
l l

s i i s

s s

j j s j j s

s

rp rp s

w w t u u t

t X X t

a a t i j r p

 

 

   

   

x x x x

x x r r

r r

  

 
31, , 0 1, , ,s n n l M G x h      x  (22) 

где rpa  – элементы 6 6 -матрицы A в (4). 

Согласно (22), используя формулы (9) при учете (1), 

(4), (6), (7), (16) и (17), в момент времени 
nt  можем 

определить все внутренние силовые факторы ( )l

ijM , 

входящие в правые части уравнений (8) и в силовые 

граничные условия (11). 

Для аппроксимации вторых производных по време-

ни t в левых частях равенств (8) используем централь-

ные конечные разности на трехточечном шаблоне 

[16, 22, 23]. При такой аппроксимации конечно-

разностные аналоги уравнений движения (8) при учете 

обозначений, аналогичных (22), примут вид 
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2
1

2
(0) (0) ( ) ( ) (0)

3 33 33 3

1

1 1 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

32
1

( ) ( ) ( 1)

3 3 3

2
2

,

2

1

n n n

j

j

n n n n nn

j ji i

i

n n n n n n
l l l l l

i i i j ij j i

j

n n n
ll l

i i i

h
w w w

M M w X

u u u M M w

h l M

 



 



 



  

  
     

  

 
       
 

    
         

    

 
       

 







 

 ( 1) ( ) ( ) ( )

33 33 331 ,
n n n nn n

ll l l

i i il M w h w X   
         

 
  

 1, 2, 0 1, , 1, 2, 3...i l M G n     x  (23) 

Правые части в (23) при 
nt t  уже известны, поэто-

му в силу предположений (22) из уравнений (23) можно 

однозначно определить неизвестные функции 
1n

w


 и 
1

( )
n

l

iu


 

( 0 1l M   ) в следующий момент времени 
1nt 
. При 

этом к системе (23) следует присоединить необходимые 

граничные условия (11) и (12), учитывая при этом обо-

значения, аналогичные (22). 
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Согласно (16) с учетом (17) при известных 
1n

w


 

и 
1

( )
n

l

iu


 можно выразить неизвестные функции 
1n

iu


, 
1

( )

3

n
m

i



   

( 0 m M  ) через пока неизвестные функции 
1

( )

3

n

i


   

( 1, 2i  ). Подставив эти выражения в граничные усло-

вия (20), получим  
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 1, 2, ,p G x  (24) 

где 
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3 1 2,
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1 1 1
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m

w h h w w w w
  








        


  (25) 

Здесь 
mlc , 

mw , 
( )

me 
 – элементы матрицы 1

C  и вектор-

столцов w , ( )
e  в (16); коэффициенты ( )

3p ijA   и ( )

3pb   

определены в (21). 

Согласно (25) в равенствах (24) в правые части пе-

ренесены все слагаемые, содержащие уже известные из 

(23) производные от функций 
1n

w


 и 
1

( )
n

l

iu


 ( 1, 2i  , 

0 1l M   ). Кроме того, в (25) помимо (22) предпола-

гается, что напряжения ( )

3j

  ( 1, 3j  ) на лицевых по-

верхностях пластины также известны в момент времени 

1nt 
. При выборе верхних и нижних знаков «  » и « » 

и задании 1, 2p   четыре равенства (24) при произ-

вольной пространственной структуре армирования (т.е. 

при произвольных углах 
k  и 

k  (см. рис. 2), когда 

( )

3 0p ijA   , , , 1, 2i j p  ) образуют систему дифференци-

альных уравнений в частных производных первого по-

рядка, замкнутую относительно функций  
1

( )

3

n

i


 x . Изу-

чение вопросов, связанных с корректной постановкой 

краевой задачи для системы (24), выходит за рамки 

настоящего исследования. Отметим лишь, что в общем 

случае, когда необходимо интегрировать краевую зада-

чу для этой системы, не удается реализовать явную 

схему численного интегрирования рассматриваемой 

задачи. 

В связи с вышеизложенным в дальнейшем будем 

исследовать лишь такие частные случаи пространствен-

ных структур армирования, при которых можно по-

строить явную численную схему типа «крест». А имен-

но, структуру пространственного армирования предпо-

лагаем такой, что если траектория волокна k-го семей-

ства наклонна ( 0 / 2k     на рис. 2), то обязательно 

имеется p-е семейство наклонной арматуры с такими 

характеристиками армирования, что p k     , 

p k   , p k    (1 ,k p K  , p k ). Структуры 

с такой особенностью пространственного армирования 

часто используются на практике [7–11]. В частности, 

к ним относятся структуры армирования, изображенные 

на рис. 1, б и в. В случаях, когда структура простран-

ственного армирования обладает указанной особенно-

стью, согласно структурным соотношениям, получен-

ным в [13] для таких КМ-сред, элементы матрицы A 

в (4) удовлетворяют равенствам 0lja  , 4, 5l  , 1, 3j   

и 6j  . При этом из (21) с учетом (19) получаем 

( )

3 0r ijA   , 
( )

3 0rb    ( , , 1, 2i j r  ), и уравнения (24) с уче-

том (25) редуцируются к виду 

  
1 1 12

( ) ( ) ( )

3 3 3 3

1

2 , 1, 2, .
n n n

j i i j

i

A j G
  
  



     x x   (26) 

Из четырех равенств (26), как из системы линейных 

алгебраических уравнений, можно однозначно опреде-

лить четыре функции  
1

( )

3

n

i


 x . Затем при известных 

1n

w


, 

1
( )

3

n

i


 , 

1
( )

n
l

iu


 ( 0 1l M   ) на основании (16) при учете 

(17) вычисляются значения искомых функций 
1n

iu


 и 
1

( )

3

n
m

i



  

( 1, 2i  , 0 m M  ). После этого, используя формулы 

(1) и (7) и учитывая (6), в момент времени 
1nt 
 можно 

определить осредненные деформации композиции пла-

стины 
1n

ij



 , а затем по структурным формулам из [13] – 

деформации компонентов композиции. Далее на основе 

структурных соотношений из [13] при 
1nt t   согласно 

методу последовательных приближений [30] уточняют-

ся компоненты 6 6 -матрицы A в равенстве (4), а также 

коэффициенты в уравнениях (26) (см. (21)). Таким обра-

зом, в каждой точке r КМ-пластины независимо от со-

седних точек в рассматриваемый момент времени 
1nt 
 

нужно организовать итерационный процесс методом 

последовательных приближений, который в каком-то 

смысле аналогичен процедуре «посадки» напряженного 

состояния на поверхность текучести при численном 

интегрировании задач упругопластического деформи-

рования тел с использованием явной схемы типа 

«крест» [16]. Для начала такого итерационного процес-

са при 1nt t   значения элементов матрицы A берутся 

из уже известного решения исследуемой задачи в пред-

шествующий момент времени 
nt . После того как метод 

последовательных приближений сошелся с требуемой 

точностью, по описанному выше алгоритму можно по-
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строить решение в следующий момент времени 
2nt 

 

и т.д. (Проведенные предварительные расчеты показы-

вают, что для определения деформаций компонентов 

композиции с точностью до трех значащих цифр в каж-

дый дискретный момент времени нужно делать не ме-

нее пяти итераций по методу последовательных при-

ближений.) 

В остальном численная схема типа «крест» в рас-

сматриваемой задаче реализуется совершенно так же, 

как описано в [22, 23]. 

 

3. Обсуждение результатов расчетов 

 

В качестве конкретных примеров сначала исследу-

ем динамическое изгибное поведение прямоугольных 

удлиненных пластин, имеющих размеры в плане 

80 смa  , 20 смb   (G: 
1 / 2x a , 

2 / 2x b ) и тол-

щину 2 2 смh  . Кромки конструкций предполагаются 

жестко закрепленными (см. (12), (13) при 0iU  ). 

В начальный момент времени 
0 0t   КМ-пластины по-

коятся (см. (14), (15) при 
0 0iU  , 

0 0iV  ). Касательные 

распределенные силы на лицевых поверхностях отсут-

ствуют ( ( )

3 0j

  ), поэтому на основании (26) имеем 

( )

3 0j

   ( 1, 2j  ). Объемными нагрузками пренебрега-

ем, т.е. в (9) 0iX   ( 1, 3i  ). Конструкции нагружают-

ся снизу давлением, вызванным приходом воздушной 

взрывной волны (см. (6), (8), (9), (23)) [26]: 

 ( ) ( )

33 330, p t        

 
 

max max max

max max max

/ , 0 ,

exp , ,

p t t t t

p t t t t

 


     

 (27) 

где 

  min max min maxln(0,01) / 0, .t t t t       (28) 

Здесь 
maxt  – момент времени, в который нагрузка  p t  

достигает наибольшего значения 
max 0p  ; 

mint  – мо-

мент времени, при превышении которого  p t  можно 

считать пренебрежимо малым по сравнению с 
maxp  (соот-

ношение (28) соответствует случаю  min max0,01p t p ). 

Согласно экспериментальным данным [26] в расчетах 

примем max 0,1 мсt   и 
min 2 мсt  . 

Предполагаем, что нелинейно-упругое деформиро-

вание компонентов композиции при растяжении-сжатии 

описывается идеализированной диаграммой с линей-

ным упрочнением 

    

( ) ( )

s s

( ) ( ) ( ) ( )

s s s s

, / ,

sign sign , , 0 ,

k k

k k

k k k k

E E

E k K

      
  

           

 

где  ,   – осевые напряжение и деформация; 
kE , 

( )

s

kE  – 

модули Юнга и линейного упрочнения материала k-го 

компонента композиции; 
( )

s

k , 
( )

s

k  – напряжение и со-

ответствующая ему деформация, при превышении ко-

торого материал ведет себя нелинейно. Физико-

механические характеристики материалов компонентов 

композиции пластин приведены в таблице, где ( )k  – 

коэффициент Пуассона;  ( ) ( ) ( )

s s

2
1

3

k k k

      – значение 

интенсивности деформаций, соответствующее линейной 

деформации 
( )

s

k  при одноосном нагружении. Характери-

стики связующего условно соответствуют эпоксидной 

смоле [2], а арматуры – волокнам из L-стекла [1]. 

Физико-механические характеристики материалов  

компонентов композиции пластин [1, 2] 

Physical and mechanical characteristics of the material 

components of the plates composition [1, 2] 

Материал 

3

,

кг / м


 

ν 
s ,

МПа


 

,

ГПа

E
 s ,

ГПа

E
 s ,

%

  

Связующее 1210 0,40 20 2,8 1,114 0,667 

Армирующие 

волокна 

4300 0,25 1500 51,0 10,851 2,451 

 

Структуры армирования прямоугольных пластин 

прямолинейны и однородны: constk  , constk   и 

constk  , 1 k K   (см. рис. 2). Рассматриваются три 

типа структур: 1) плоское ортогональное 2D-армиро-

вание (см. рис. 1, а), когда два ( 2K  ) семейства воло-

кон укладываются параллельно срединной плоскости 

пластины по направлениям 
1x , 

2x  с плотностями арми-

рования 
1 0,266  , 

2 0,324  ; 2) пространственное 

ортогональное 3D-армирование (см. рис. 1, б), когда три 

( 3K  ) семейства волокон укладываются по направле-

ниям 
1x , 

2x  и 
3x  с интенсивностями 

1 0,235  , 

2 0,324   и 
3 0,031   [7]; 3) пространственное неор-

тогональное 4D-армирование (см. рис. 1, в), когда два 

первых семейства волокон укладываются по направле-

ниям 
1x  и 

2x , а третье и четвертое ( 3, 4k  ) – по 

направлениям, задаваемым углами (см. рис. 2): 

3 / 4   , 
4 3 / 4   , 

3 4 / 2      (на рис. 1, в следу-

ет принять / 4   ). В последнем случае плотности 

армирования имеют значения: 
1 0,066  , 

2 0,324   и 

3 4 0,1    . Во всех указанных структурах армирова-

ния суммарный расход волокон одинаков. 

На рис. 3 изображены поперечные осцилляции цен-

тральных точек прямоугольных пластин (  0w t   

 , 0, 0w t ), а на рис. 4 – осцилляции наибольших зна-

чений интенсивности деформаций связующего матери-

ала 
(0)

  (    (0) (0)

m max ,t t  
r

r , 
1 / 2x a , 

2 / 2x b  и 
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3x h ), определенные при 
max 11 МПаp   (см. (27)). 

Кривая 1 на рис. 3 и кривые на рис. 4, а соответствуют 

плоскому ортогональному 2D-армированию пластины 

(см. рис. 1, а); кривые 2 на рис. 3 и кривые на рис. 4, б – 

пространственному ортогональному 3D-армированию 

(см. рис. 1, б); кривая 3 на рис. 3 и кривые на рис. 4, в – 

пространственному неортогональному 4D-армированию 

(см. рис. 1, в). Все кривые на рис. 3, а рассчитаны по 

уточненной теории ( 6M  ; см. (1) и (2)). Сплошная 

кривая 2 на рис. 3, б также получена по уточненной 

теории и является продолжением кривой 2 на рис. 3, а. 

Штриховая линия 2′ на рис. 3, б рассчитана при тех же 

условиях, что и кривая 2, но по теории Редди ( 0M  ). 

Сплошные кривые 1 на рис. 4 определены по уточнен-

ной теории, а штриховые линии 2 приведены для срав-

нения и рассчитаны по теории Редди. 

 

а       б 

Рис. 3. Поперечные осцилляции центральной точки прямоугольной пластины, рассчитанные по уточненной теории  

при разных структурах армирования (а); по разным теориям при 3D-структуре армирования (б) 

Fig. 3. Transverse oscillations of the center point of a rectangular plate, calculated according to a refined theory,  

with different structures of reinforcement (a); according to different theories with 3D-structure of reinforcement (b) 

В окрестности начального момента времени  

( 10 мсt  ) зависимости  0w t , определенные по тео-

рии Редди, практически не отличаются от уточненного 

расчета, поэтому на рис. 3, а кривые, полученные по 

теории Редди, не изображены. Однако зависимости 

 0w t , рассчитанные по уточненной теории, осцилли-

руют с несколько большей частотой, чем аналогичные 

зависимости, полученные по теории Редди, поэтому с 

увеличением расчетного интервала времени различие 

между зависимостями  0w t , определенными по теории 

Редди и по уточненной теории, становится значительным, 

о чем свидетельствует сравнение кривых на рис. 3, б, ко-

торые соответствуют прямоугольной КМ-пластине 

с 3D-армированием. 

Если согласно представленным выше результатам 

расчетов такая интегральная характеристика движения 

КМ-пластины как расчетный прогиб несущественно 

зависит от выбора теории расчета (Редди или уточнен-

ной), то такие локальные характеристики, как расчетное 

деформированное состояние компонентов композиции, 

существенно зависит от выбора той или иной теории, о 

чем свидетельствует сравнение сплошных и штриховых 

кривых на рис. 4. Как видно из рис. 4, локальные мак-

симумы штриховых кривых 2 (расчет по теории Редди) 

лежат значительно выше локальных максимумов 

сплошных кривых 1 (уточненная теория). Следователь-

но, традиционно используемая неклассическая теория 

Редди в случаях рассматриваемых структур армирова-

ния недопустимо сильно завышает расчетные значения 

интенсивностей деформаций в связующем материале. 

Сравнение ординат точек первых локальных максиму-

мов на кривых 1 и 2 (см. рис. 4, а и б) показывает, что 

в случаях 2D- и 3D-структур армирования (см. рис. 1, а 

и б), когда КМ-пластина действительно обладает ослаб-

ленным сопротивлением поперечным сдвигам, расчеты 

по теории Редди почти на порядок завышают величину 

 
0

(0) (0)

m mmax max
t t

t


    по сравнению с аналогичной ве-

личиной, полученной по уточненной теории. (Строго 

говоря, ординаты точек глобальных максимумов на 

штриховых кривых (см. рис. 4, а и б) свидетельствуют 

о том, что в случаях структур 2D- и 3D-армирования 

расчеты по теории Редди нельзя признать корректными 

с механической точки зрения, так как величина 
(0)

mmax   

при этом достигает значения порядка 20 %, т.е. дефор-

мации связующего являются достаточно большими. 

Используемые же в настоящем исследовании опреде-

ляющие соотношения для компонентов композиции 

(см. (8) в [22]) справедливы лишь при достаточно малых 

деформациях – до 5 % [30].) 

Зависимости, качественно аналогичные изображен-

ным на рис. 4, получаются и для  (2) t  – интенсивно-

сти деформаций арматуры второго семейства, которая 
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испытывает наибольшее нагружение по сравнению 

с волокнами других семейств, с той лишь разницей, что 

значения 
(2)

  примерно в 1,5 раза меньше значений ор-

динат точек на кривых, изображенных на рис. 4. Срав-

нение ординат точек кривых на рис. 4 со значени-

ем 
(0)

s ,  приведенным в таблице для связующего, позво-

ляет определить моменты времени, в которые связую-

щий материал соответствующей КМ-пластины дефор-

мируется нелинейно-упруго согласно уточненной тео-

рии (кривые 1 на рис. 4) или теории Редди (кривые 2). 

 

а       б 

 

в 

Рис. 4. Зависимость от времени максимального значения интенсивности деформаций связующего прямоугольной пластины,  

рассчитанная по разным теориям при структурах: 2D-армирования (а); 3D-армирования (б); 4D-армирования (в) 

Fig. 4. The time dependence of the maximum value of the intensity of deformations of the connecting rectangular plate, calculated accord-

ing to different theories for the structures: 2D-reinforcement (a); 3D reinforcement (b); 4D reinforcement (c) 

Сравнение кривых 1 и 2 на рис. 3, а и кривых на 

рис. 4, а и б показывает, что в случае выбранных мате-

риалов компонентов композиции (см. таблицу) замена 

плоской ортогональной структуры 2D-армирования на 

пространственную ортогональную 3D-структуру прак-

тически не сказывается на уменьшении податливости 

рассматриваемой КМ-конструкции (рис. 3, а), но позво-

ляет уменьшить максимальное значение интенсивности 

деформаций связующей матрицы 
(0)

mmax   на 12 % 

(см. глобальные максимумы кривых 1 на рис. 4, а и б). 

Сопоставление кривых 1 и 3 на рис. 3, а и кривых 1 на 

рис. 4, а и в свидетельствует о том, что замена плоской 

структуры 2D-армирования на пространственную 

структуру 4D-армирования (см. рис. 1, в) позволяет 

уменьшить наибольшее значение прогиба пластины на 

23,8 %, а значение величины 
(0)

mmax   – на 41 %. 

Увеличение степени анизотропии композиции, 

например, за счет увеличения жесткости армирующих 

волокон, приводит к усилению эффекта от замены плоско-

перекрестной 2D-структуры на пространственную  

4D-структуру армирования. Так, при 
max 13 МПаp   

и 86,8 ГПаkE  , 
32520 кг / мk  , 1 k K   (послед-

ние характеристики условно соответствуют стеклово-

локнам марки S-994 [1]) замена структуры 2D-арми-

рования на пространственную 4D-структуру позволяет 

уменьшить максимальное расчетное значение прогиба 

КМ-пластины примерно на 30 %, а значение величины 
(0)

mmax   – почти в 4,5 раза. В случаях же слабо выра- 
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женной анизотропии материала КМ-пластины  

(
03 / 10kE E   (1 k K  ) – металлокомпозиции) та-

кая замена структур армирования не приводит к замет-

ному уменьшению податливости конструкции, но все 

же позволяет уменьшить величину 
(0)

mmax   на десятки 

процентов. 

Выше обсуждались результаты расчетов относительно 

толстых КМ-пластин (  2 / min , 1/10h a b  ). Дополни-

тельно проведенные расчеты показали, что для относи-

тельно тонких КМ-конструкций (  2 / min , 1/ 20h a b  ) 

замена плоской 2D-структуры армирования на про-

странственные 3D- или 4D-структуры (при сохранении 

общего расхода волокон), как правило, не приводит 

к уменьшению податливости КМ-пластины и макси-

мальных значений интенсивности деформаций компо-

нентов композиции. 

Исследуем теперь поведение более сложных кон-

струкций. Рассмотрим кольцевые пластины толщиной 

2 5 смh  , ограниченные кромками радиусов 
0 10 смr   

и 
1 60 смr  , которые жестко закреплены по внешней 

кромке 
1 1x r  (см. (12), (13) при 0iU  , 1, 3i  ) и кон-

тактируют с абсолютно жесткой шайбой по внутренней 

кромке 
1 0x r  (здесь и далее 

1x , 
2x  – полярные радиус 

и угол соответственно). 

Уравнение движения жесткой шайбы при учете (27) 

имеет вид [23] 

   
1 0

2 (0)

0 0 0 0 13 1 02 , , ,
x r

M w r p t r M t x t t


      

где 
0w  – осевое смещение шайбы как жесткого целого; 

0M  – масса шайбы; 
(0)

13M  – поперечная сила, опреде-

ленная в (9). Условия сопряжения пластины с шайбой 

характеризуются равенствами [23] 

 
1 0 1 0

( )

0 , 0,l

ix r x r
w t w u

 
   

01, 2, 0 1, .i l M t t      

Предполагаем, что кольцевая пластина имеет осе-

симметричную плоскую ортогональную 2D-структуру 

армирования, когда одно семейство волокон укладыва-

ется в радиальном, а второе – в окружном направлениях 

(см. рис. 1, а), или пространственную 4D-структуру ар-

мирования. В последнем случае два первых семейства 

волокон укладываются в радиальном и окружном 

направлениях, а третье и четвертое семейства – наклон-

но в радиальных сечениях (как изображено на рис. 1, в 

при / 4   , где, в отличие от предыдущего, под 
2x  

следует понимать радиальное направление, а под 
1x  – 

окружное). Материалы компонентов композиции имеют 

те же характеристики, что указаны в таблице. 

В силу постоянства сечений волокон [1] в осесим-

метричном случае плотности армирования 
k  тех се-

мейств волокон, которые укладываются в плоскостях 

радиальных сечений пластины, вычисляются по форму-

лам [23] 

   1 0 0 1 0 0/ , ,k k k kx r x r       

 
0 1 1, 1, 3, 4,r x r k    (29) 

где 
0k  – интенсивность армирования волокнами k-го 

семейства, заданная на внутренней кромке 
1 0x r . 

В случае 2D-структуры армирования для радиального 

семейства волокон примем 
01 0,6  , а при структуре 

4D-армирования для радиального семейства волокон 

01 0,3   и для наклонных семейств волокон 

03 04 0,15    , т.е. по-прежнему 
01 03 04 0,6    . 

Согласно последней формуле плотности армирова-

ния 
k  ( 1, 3, 4k  ) волокнами радиального и наклон-

ных семейств монотонно убывают от внутренней кромки 

к внешней. При окружной же укладке волокон интенсив-

ность армирования  2 1x  может быть произвольной 

функцией полярного радиуса 
1x  [23], поэтому зададим 

 2 1x  так, чтобы суммарная плотность армирования 

при обеих рассматриваемых структурах армирования 

была фиксирована: 
1

0,6
K

k

k

   ( 2, 4K  ). 

Для шайбы примем 
32710 кг / м  , что условно 

соответствует алюминиевому сплаву [1], а толщину 

шайбы зададим вдвое больше толщины пластины. По 

этим данным можно вычислить массу шайбы 
0M . 

Так как структура армирования, форма конструк-

ции, ее закрепление и нагружение обладают осевой 

симметрией, то и решение соответствующей динамиче-

ской задачи является осесимметричным. 

На рис. 5 изображены осцилляции жестких шайб, 

рассчитанные по уточненным теориям ( 6M  ) в случае 

max 12 МПаp   при 4D-структуре (кривая 1) и 2D-

структуре (кривая 2) армирования кольцевых пластин. 

На рис. 6 изображены зависимости  (0)

m t , причем кри-

вые 1 и 2 определены при тех же условиях, что и на рис. 

5, а кривая 1′ приведена для сравнения и получена по 

теории Редди ( 0M  ) в случае 4D-структуры армиро-

вания пластины. 

Сравнение кривых на рис. 5 показывает, что даже 

в случае относительно толстой (
1 02 / ( ) 1/10h r r  ) 

кольцевой пластины с неоднородными структурами 

армирования замена плоской 2D-структуры на про-

странственную 4D-структуру не приводит к уменьше-

нию податливости такой конструкции в поперечном 

направлении. Объясняется это, по-видимому, тем, что 

согласно (29) плотности армирования наклонными се-

мействами волокон на внешнем жестко закрепленном 

контуре малы (    3 1 4 1 0,15 / 6 0,025r r     ), поэто-
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му арматура не оказывает значительного сопротивления 

поперечным сдвигам, развивающимся в окрестности 

внешней кромки. 

 

Рис. 5. Осцилляции шайбы, рассчитанные по уточненной  

теории при 2D- и 4D-структурах армирования кольцевой  

пластины 

Fig. 5. Rigid insertion oscillations calculated by the refined theory 

with 2D- and 4D-structures for reinforcement of a ring plate 

 

Рис. 6. Зависимость от времени максимального значения 

интенсивности деформаций связующего, рассчитанная по 

разным теориям при 2D- и 4D-структурах армирования  

                                   кольцевой пластины 

Fig. 6. The time dependence of the maximum value of the intensity 

of deformation of the binder, calculated according to different 

theories for 2D and 4D structures of reinforcement of the annular plate 

Отметим, что наибольшее по модулю перемещение 

шайбы соответствует точке A на кривой 1 (4D-арми-

рование пластины), причем это смещение по направле-

нию обратно действию внешней нагрузки (27) и дости-

гается в момент времени 9,5 мсt  , т.е. много позже 

момента времени прекращения воздействия нагрузки  

(
min 2 мсt t  ). Последнее обстоятельство является 

следствием геометрической и физической нелинейности 

задачи, а также сложных волновых процессов, протека-

ющих в КМ-конструкции [15]. (Зависимости  0w t , 

рассчитанные по теории Редди, визуально практически 

не отличаются от кривых, приведенных на рис. 5, по-

этому не изображены.) 

Сопоставление кривых 1 и 2 на рис. 6 свидетель-

ствует о том, что в кольцевой пластине с шайбой 

наибольшие значения интенсивности деформаций свя-

зующего в конструкции с 2D-структурой почти на по-

рядок меньше аналогичных величин в конструкции с 

4D-структурой армирования. Сравнение же кривых 1 и 

1′ на рис. 6 показывает, что, в отличие от рис. 4, в, для 

кольцевой пластины с 4D-структурой армирования рас-

чет по теории Редди (кривая 1′) значительно занижает 

значения 
(0)

mmax   по сравнению с расчетом по уточнен-

ной теории. Следовательно, теория Редди может пред-

сказывать как завышенные, так и заниженные значения 

интенсивности деформаций компонентов КМ-пластин с 

пространственными структурами армирования по срав-

нению с расчетами, выполненными в рамках уточнен-

ной теории. 

 

Заключение 

 

Проведенный анализ изгибного динамического де-

формирования прямоугольных пластин с однородными 

плоскими и пространственными структурами армиро-

вания продемонстрировал, что в случаях относительно 

толстых КМ-конструкций (с относительной толщиной 

1/10 и более), изготовленных из нелинейно-упругих 

материалов и обладающих слабо выраженной анизо-

тропией композиции, замена плоской структуры на 

пространственную структуру армирования при сохра-

нении общего расхода волокон приводит не столько 

к уменьшению податливости КМ-пластины в попереч-

ном направлении, сколько к снижению интенсивности 

деформаций компонентов композиции (на несколько 

десятков процентов). При наличии сильно выраженной 

анизотропии композиции такой конструкции замена 

плоской структуры армирования на пространственную 

структуру в относительно толстой прямоугольной пла-

стине позволяет уменьшить максимальный ее прогиб на 

десятки процентов, а величину интенсивности дефор-

маций связующего материала в разы. В относительно 

тонких КМ-пластинах (с относительной толщиной 1/20 

и менее) эффект уменьшения податливости конструк-

ции в поперечном направлении при такой замене струк-

тур армирования не наблюдается. 

В кольцевых пластинах с жесткой внутренней шай-

бой, имеющих неоднородные структуры армирования, 

даже при относительно большой толщине КМ-кон-

струкции замена плоскоперекрестной структуры арми-

рования на пространственную структуру с сохранением 

расхода волокон может оказаться неэффективной. По-

этому вопрос о целесообразности замены плоской 

структуры армирования в КМ-пластинах из нелинейно-

упругих материалов на более сложную пространствен-

ную структуру армирования должен рассматриваться 

самостоятельно в каждом конкретном случае. 
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Кроме того, проведенные расчеты показали, что 

при изучении динамики гибких КМ-пластин из нели-

нейно-упругих материалов применение традиционной 

неклассической теории Редди приводит к значитель-

ным расхождениям с решениями, построенными по 

уточненным теориям, особенно при определении де-

формированного состояния компонентов компози-

ции. Теория Редди может как неоправданно сильно 

(в разы) завышать, так и занижать значения интен-

сивности деформаций компонентов композиции по 

сравнению с уточненными расчетами. Следовательно, 

для получения адекватных результатов расчетов ди-

намического поведения КМ-пластин с простран-

ственными структурами армирования необходимо 

использовать уточненные теории, например, предло-

женные в данной работе. 
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