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 Представлены основные постановки и методы исследования коэффициентных обрат-
ных задач. Приведена классификация коэффициентных ОЗ в зависимости от реконструи-
руемых объектов. Выделено три класса задач: конечномерные задачи, задачи об опреде-
лении одномерных функций, задачи о восстановлении многомерных законов. Обсуждены 
основные подходы при исследовании ОЗ каждого типа. 

Описаны схемы исследования конечномерных ОЗ, в том числе и метод Прони, позво-
ляющий упростить схему решения нелинейной ОЗ. В качестве примера конечномерной ОЗ 
приведен способ определения линейных законов неоднородности полосы, состоящий в 
построении приближенной модели индентирования и использовании метода Прони на 
начальном этапе определения параметров модели. 

Приведены основные схемы исследования коэффициентных ОЗ по определению од-
ной или нескольких функций при анализе установившихся колебаний в различных поста-
новках. В первой постановке в качестве дополнительной информации заданы компоненты 
физических полей внутри тела. В качестве примера приведена задача об определении 
переменного модуля Юнга балки при анализе изгибных колебаний, которая сводится к 
задаче для линейного операторного уравнения с компактным оператором. В качестве вто-
рого типичного примера коэффициентных ОЗ в первой постановке приведена задача об 
определении переменных коэффициентов Ляме при анализе колебаний прямоугольника, 
исследование которой сводится к решению задачи Коши для системы уравнений в част-
ных производных первого порядка. 

Во второй постановке задано поле смещений на границе тела в некотором частотном 
диапазоне, что значительно усложняет задачу, поскольку приводит к существенно нели-
нейной некорректной проблеме. На примере задачи об определении модуля Юнга, модуля 
сдвига и плотности для функционально-градиентного консольно закрепленного стержня 
постоянного сечения при анализе продольных, изгибных и крутильных колебаний построен 
итерационный процесс, приводящий к системе интегральных уравнений Фредгольма пер-
вого рода для нахождения поправок на каждом шаге. Обсуждены вопросы единственности 
восстановления искомых характеристик. 
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 The main statements and methods for studying coefficient inverse problems are presented. 
The classification of coefficient inverse problems is given depending on the objects being recon-
structed. Three classes of tasks are highlighted: finite dimensional tasks, problems on 
determining one-dimensional functions, problems of multidimensional functions restoring. The 
main approaches in the study of each type of inverse problems are discussed.  

Finite-dimensional inverse problems research methods including Prony's method that allows 
to simplify the solution scheme for a nonlinear inverse problem are described. As an example of a 
finite-dimensional inverse problem, a method for determining the linear laws of strip inhomoge-
neity is given. 

Basic technics for the study of the coefficient inverse problems by the definition of one or 
several functions in the analysis of steady-state oscillations in various settings are given. In the 
first setting, the components of the physical fields inside the body are specified as additional in-
formation. As an example, the problem of determining the variable Young's modulus of a beam in 
the analysis of bending vibrations is given. It reduces to a problem for a linear operator equation 
with a compact operator. As the second typical example of coefficient inverse problem in the first 
formulation, the problem of determining the variable Lame coefficients when analyzing rectangle 
oscillations is given. It is reduced to solving the Cauchy problem for a system of partial differential 
equations of the first order. 

In the second formulation, the displacement field at the boundary of the body is given in a 
certain frequency range. It leads to a significantly non-linear incorrect problem. Using the exam-
ple of the problem of determining the Young's modulus, shear modulus, and density for a func-
tionally gradient cantilever rod of the constant cross section, an iterative process is developed for 
the analysis of longitudinal, bending and torsional vibrations. At each step, a solution for a system 
of Fredholm integral equations of the first kind is constructed. The issues of the uniqueness of 
restoring the desired characteristics are discussed. 
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Введение 

 

Коэффициентные обратные задачи (ОЗ) – один из 

важнейших классов обратных задач, возникающих при 

моделировании в различных областях естествознания. 

В рамках математической модели, которая описывается 

краевой или начально-краевой задачей для оператора 

с постоянными или переменными коэффициентами, 

коэффициентная ОЗ состоит в нахождении коэффици-

ентов операторов по некоторой дополнительной инфор-

мации о решении. Так, для моделей механики, в первую 

очередь для моделей теории упругости, такой информа-

цией может быть поле смещений, измеренное либо 

внутри, либо на поверхности тела. Задачи такого типа, 

как правило, являются нелинейными и некорректными 

и требуют развития как теоретических аспектов, так и 

вычислительных схем. Здесь, не претендуя на полноту, 

отметим ряд монографий и обзорных статей, посвящен-

ных разным постановкам и методам исследования ко-

эффициентных ОЗ [1–19]. 

Настоящая работа представляет собой обзор наиболее 

часто используемых методов решения конечномерных ОЗ 

и задач об определении функциональных зависимостей, 

характеризующих неоднородные свойства тел. 

Одним из важных классов коэффициентных ОЗ яв-

ляется класс задач об определении постоянных коэф-

фициентов дифференциальных операторов [9, 17]. Эта 

проблема, которая обычно в моделировании именуется 

проблемой верификации модели, может решаться как 

в рамках общих подходов, опирающихся на теорию ко-

эффициентных ОЗ, так и в рамках частных схем, ориен-

тированных на тот или иной вид операторов (линейные 

операторы с постоянными коэффициентами, нелиней-

ные операторы с постоянными коэффициентами). Стра-

тегия исследования общих коэффициентных ОЗ в есте-

ствознании, в механике в частности, в настоящее время 

направлена на разработку различных подходов к изуче-

нию нелинейных некорректных проблем, к которым 

сводятся ОЗ, на разработку эффективных численных 

схем, сочетающих прямые методы, итерационные схе-

мы и регуляризацию в той или иной форме. 

По степени сложности коэффициентные ОЗ можно 

разбить на несколько типов. Так, например, проблема 

идентификации модели приводит к некоторой конечно-

мерной ОЗ, для построения решения которой могут 

быть использованы различные подходы, описываемые 

ниже. Далее попутно отметим, что в рамках конечно-

мерных ОЗ могут быть изучены многие ОЗ, которые 

и не относятся к классу коэффициентных, в частности 

те, для которых осуществлен этап структурной иденти-

фикации или имеются формулы, которые связывают 

параметры модели и дополнительную информацию, по 

которой производится идентификация параметров. 

К таким задачам в механике можно отнести задачи об 
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определении параметров полостей канонической формы 

(сфера, эллипсоид), прямолинейных трещин в упругой 

среде по данным акустического зондирования, дефектов 

в покрытиях и в элементах балочных конструкций, за-

дачи по идентификации коэффициентов постели, вхо-

дящих в граничные условия [20]. 

Отметим, что наиболее востребованными и изучен-

ными являются конечномерные ОЗ об определении ко-

эффициентов (всех или некоторых) линейных обыкно-

венных дифференциальных операторов с постоянными 

коэффициентами, которые являются наиболее часто 

используемыми объектами в математическом модели-

ровании в теоретической механике, теории упругости, 

вязкоупругости, термоупругости, в изучении колебаний 

стержневых конструкций. С помощью краевых задач 

или задач Коши для них моделируются различные про-

цессы, например малые колебания систем материаль-

ных точек, деформирование материалов с реологиче-

скими свойствами, деформирование и колебания 

стержней, пластин. Если для ряда моделей механики 

вопрос об определении постоянных коэффициентов 

операторов решается достаточно просто в силу их ясно-

го физического смысла (плотность, модуль упругости, 

коэффициент температурного расширения, кинемати-

ческая вязкость) и простых экспериментов для их опре-

деления, то для большинства из них требуется решение 

ОЗ об их идентификации на основе некоторой дополни-

тельной информации о решении. Простота этого класса 

задач состоит в том, что для них можно в явной форме 

построить решения, удовлетворяющие начальным или 

граничным условиям, и на их основе формировать опе-

раторные уравнения для решения ОЗ. 

Второй по сложности класс ОЗ представляют собой 

одномерные коэффициентные ОЗ, в которых требуется 

определить одну или несколько функций одной пере-

менной, характеризующих механические и физические 

свойства объекта исследования. Отметим, что матема-

тические модели механики, сложившиеся достаточно 

давно (например, классическая модель термоупруго-

сти), опиравшиеся на гипотезы однородности и изотро-

пии, позволили с достаточной степенью точности опи-

сывать различные теплофизические процессы в линей-

ной постановке. Эти модели требовали определения 

лишь нескольких параметров на этапе параметрической 

идентификации, что позволяло строить аналитические 

решения для канонических областей, исследовать влия-

ние параметров задачи, условий нагружения на процесс 

и формировать операторные уравнения для различных 

классов ОЗ. В последнее время объектами исследования 

в механике стали объекты и материалы, переменностью 

свойств которых для адекватного прогноза на воздей-

ствие пренебрегать нельзя. Здесь в первую очередь от-

метим задачи геофизики и горной механики, био-

механики тканей, задачи о деформировании элементов 

конструкций из композиционных и функционально-гра-

диентных материалов. Конечно, для таких объектов 

развиты и совершенствуются способы осреднения, со-

гласно которым вычисляются характеристики однород-

ного тела, однако в ряде проблем данные расчетов 

в рамках осредненных моделей могут дать весьма отда-

ленные от наблюдаемых в эксперименте результаты. 

В качестве модельных задач об определении одной 

или нескольких одномерных функций упомянем, напри-

мер, задачи об определении модуля Юнга, модуля сдвига 

и плотности для неоднородного упругого стержня, изго-

товленного из функционально-градиентного материала 

[17, 21]. Главное отличие таких ОЗ по сравнению с ОЗ 

предыдущего класса состоит в том, что даже для простей-

ших видов неоднородности, задаваемых линейными или 

степенными функциями, нельзя в явном виде построить 

решение, на основе которого затем можно формировать 

операторные уравнения, связывающие искомые и задан-

ные (измеренные в эксперименте) функции. В то же время 

можно от этого класса задач перебросить мостик к конеч-

номерным коэффициентным ОЗ, отыскивая решение ОЗ в 

некотором просто параметризуемом классе функций – 

линейных, степенных, экспоненциальных. 

Для таких коэффициентных ОЗ в случае зависи-

мости искомых параметров-функций от координат опе-

раторные уравнения, связывающие заданные и искомые 

функции, в общем случае неоднородности в явном виде 

построены быть не могут; таким образом, они относятся 

к самому трудному классу ОЗ. 

Третий класс коэффициентных ОЗ составляют задачи 

об определении одной или нескольких многомерных 

(двумерных или трехмерных) функций, входящих в по-

становку краевой задачи для упругого, вязкоупругого или 

термоупругого тела. Этот класс ОЗ исследован весьма 

слабо не только с точки зрения построения операторных 

соотношений в ОЗ, но и в части разработки эффективных 

вычислительных схем при построении решений. 

 

1. Основные схемы исследования  

конечномерных ОЗ 

 

Опишем наиболее употребительные схемы исследо-

вания конечномерных ОЗ для обыкновенного диффе-

ренциального уравнения N-го порядка. Первая из них 

состоит в выполнении дифференциального уравнения 

в опорных точках, что приводит к решению линейной 

алгебраической системы (возможно переопределенной) 

относительно коэффициентов [9]. Заметим, что при реа-

лизации этого подхода требуется знание не только  

самих решений, но и их производных, что в условиях 

неточно заданной входной информации при использо-

вании традиционных для вычислительных схем разно-

стных аппроксимаций с целью нахождения производ-

ных приводит к большим вычислительным погрешно-

стями и как следствие неустойчивой процедуре 

отыскания коэффициентов. Эта проблема обычно пре-

одолевается путем использования сплайн-аппрокси-

маций, позволяющих находить производные аналитиче-

ски с небольшой погрешностью [22]. 
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Второй способ основан на свойстве решений диф-

ференциальных уравнений с постоянными коэффициен-

тами, которое состоит в том, что общие решения задач 

для таких операторов формируются в виде линейных 

комбинаций функций экспоненциального вида с ком-

плексными показателями, которые представляют общее 

решение однородного уравнения. Отметим, что эти по-

казатели и коэффициенты уравнения связаны характе-

ристическим уравнением соответствующего дифферен-

циального оператора и могут быть найдены либо с по-

мощью метода Прони [17], либо прямой минимизацией 

некоторого неквадратичного функционала невязки, 

обобщающего широко известный абстрактный метод 

наименьших квадратов. При нахождении минимума 

функционала невязки обычно используются современ-

ные численные методы минимизации функционалов, 

как градиентные, так и не использующие процедуру 

вычисления частных производных. Наиболее популяр-

ны среди последних методы глобального случайного 

поиска, эволюционные или генетические алгоритмы 

[23], которые стали весьма востребованными в послед-

ние годы при решении широкого класса задач верифи-

кации моделей. 

В качестве иллюстрации метода Прони представим 

пример задачи идентификации характеристик полимер-

ного материала при использовании дифференциальной 

формы определяющих соотношений второго порядка из 

опыта на ползучесть приходим к решению квадратного 

уравнения относительно показателей экспонент и реше-

ния простых линейных систем [24] 

Третий метод определения коэффициентов в нели-

нейных дифференциальных уравнениях базируется на 

методе квазилинеаризации, представленном в [25]. За-

метим, что в случае, когда дифференциальный оператор 

нелинеен, построение его решения далеко не всегда 

возможно в явном виде и нельзя предложить простого 

метода алгебраизации, как в линейном случае. Решение 

краевой задачи чаще всего можно построить только 

численно, в связи с этим возникает вопрос, можно ли по 

результатам наблюдения за решением (допустим, что в 

некотором наборе точек известно решение некоторой 

краевой задачи или задачи Коши для этого дифферен-

циального оператора) эффективно осуществить этап 

параметрической идентификации. Для ряда операторов 

нелинейной динамики (например, для уравнения Ван-

дер-Поля) схема и вычислительные эксперименты опи-

саны в [25] и дают прекрасные результаты. Задача об 

определении параметров трехпараметрического упруго-

го потенциала Блейтца и Ко 
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на основе анализа данных на кручение стержня пред-

ставлена в [26]. Результаты вычислительных экспери-

ментов показали достаточную эффективность процедуры 

квазилинеаризации в нахождении искомых параметров. 

Четвертый метод определения коэффициентов мо-

дели опирается на ставшие весьма популярными в по-

следние годы эволюционные или генетические алго-

ритмы. Суть этого подхода состоит в параметризации 

исходной задачи набором параметров и соответственно 

их отыскании из задачи отыскания минимума функцио-

нала невязки на некотором подпространстве в 
nR . 

Обычно ограничения на функции (выпуклость, моно-

тонность) позволяют сузить область поиска до выпук-

лого многогранника в 
nR . Естественно, что для нахож-

дения такого решения можно использовать методы на-

хождения минимума функции многих переменных. При 

этом необходимо решать сложные нелинейные системы 

трансцендентных уравнений либо использовать итера-

ционные процессы для нахождения минимального зна-

чения функционала невязки, что требует нахождения 

его градиента. Существует широкий класс градиентных 

методов, позволяющих определить направление поиска 

оптимума в соответствии с информацией о градиенте 

целевой функции, однако в ряде случаев, особенно для 

некорректных задач, эта схема оказывается малоэффек-

тивной. В то же время возможно использовать некие 

альтернативные подходы, связанные либо с процедурой 

глобального случайного поиска в конечномерном про-

странстве, либо с неким промежуточным гибридным 

вариантом, который позволяет находить минимум 

функции многих переменных со сложным рельефом без 

нахождения градиента. Подробно такие методы изло-

жены в [23]; в качестве примеров конструктивного ис-

пользования приведем результаты реконструкции мо-

дулей упругости ортотропного материала по данным 

акустического зондирования [27], реконструкции 

свойств слоистой структуры [28]. 

Отметим также и пятый метод, стоящий особняком, 

который достаточно эффективен при исследовании ряда 

коэффициентных ОЗ и связан с упрощением операторных 

уравнений, объединяющих искомые и заданные величины, 

базируется на использовании некоторого приближения, 

которое строится из различных соображений, в том числе 

и на асимптотическом анализе прямой задачи. Так, уда-

лось исследовать задачи об идентификации включения 

[29], на основе асимптотического анализа выявить влия-

ние наличия малой наклонной трещины в упругом слое на 

поля смещений и на его основе разработать схему после-

довательного определения параметров трещины [13], по-

строить решения задач об определении надреза [17, 30], 

малой полости и включения в упругой балке при анализе 

изгибных колебаний на основе нескольких первых резо-

нансных частот [17, 31]. 

В качестве примера использования различных под-

ходов при исследовании конечномерных обратных за-

дач приведем способ определения простых законов не-

однородности упругой полосы (линейных), сочетающий 

в себе как упрощение модели деформирования, так и 

использование метода Прони при нахождении парамет-

ров на основе процедуры воздействия индентором. 
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В работе [32] представлена приближенная модель 

деформирования неоднородной упругой полосы и ис-

следована задача о контактном взаимодействии парабо-

лического штампа с упругой полосой, жестко защем-

ленной по основанию. Модель построена на основе ме-

тода Канторовича, в качестве гипотез о характере 

изменения компонент поля перемещения по толщине 

приняты соотношения 
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где 
1 3,   – безразмерные координаты; 

1 3 2 3( ), ( )ff    – 

безразмерные параметры Ляме, отнесенные к характер-

ному значению модуля сдвига 
30 [0,1] 3max ( )h     . 

Сформулировано операторное соотношение, связы-

вающее вертикальное смещение верхней границы поло-

сы с контактным давлением в виде 

 
(4)

2 1 0 1 0qb b w aw b w q a      , (1.3) 

где коэффициенты ,k ka b  зависят от законов неоднород-

ности полосы. 

В рамках данной модели исследуем задачу об опре-

делении упругих свойств неоднородной полосы, кото-

рые характеризуются функциями 
1 3 2 3( ), ( )ff   . Основ-

ными данными в экспериментах на индентирование 

являются кривые, отражающие зависимость между си-

лой, действующей на индентор, и глубиной его внедре-

ния. Также информацией в обратной задаче может слу-

жить поле перемещений на свободной поверхности по-

лосы. В настоящем примере в качестве информации для 

оценки свойств неоднородной полосы используем дан-

ные о вертикальном смещении верхней границы в набо-

ре точек     вблизи контактной зоны и силе, действую-

щей на штамп. Вне области контакта 0q   и смещение 

полосы описывается однородным уравнением четверто-

го порядка, решение которого, убывающее при 
1  , 

имеет вид 

 1 1 1 1 2 2 1exp( ) exp( ), .( ) 0kw C C         (1.4) 

Для определения показателей 
1 2,   и коэффициен-

тов 
1 2,C C  использован метод Прони, соответствующий 

случаю 2N  . Далее, по этим величинам найдены зна-

чения параметров модели: 
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Коэффициенты ijA  представляют собой некоторые 

интегральные характеристики параметров Ляме, например 
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 (1.6) 

поэтому определить однозначно законы неоднородно-

сти полосы в произвольном классе функций в рамках 

данной модели нельзя. Необходимо сузить класс функ-

ций и искать неизвестные законы в классе дробно-

рациональных функций вида 
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 (1.7) 

Таким образом, параметры 
1

0 2 (0)fd   , 21

1 (1)fd   , 

1

0 1 2(0) 2 (0)p f f   , 21

1

1(1) 2 (1)p f f    представляют 

собой значения соответствующих модулей и являются 

положительными. В этом случае интегралы типа (1.6) 

могут быть вычислены и уравнения (1.5) дают систему 

для определения параметров в (1.7). 

Приведем решения коэффициентной ОЗ в простей-

ших вариантах. 

1. Пусть известно значение параметров Ляме на 

верхней границе полосы 
1 1,d p . Необходимо определить 

два параметра 
0 0,d p , характеризующие свойства поло-

сы на нижней границе. В данном случае нахождение 

неизвестных параметров удается свести к простым 

уравнениям. Параметр 
0p  определяется по формуле 

0 1 12r pp   , а 
0d  находится из решения квадратного 

уравнения 
2

2 0 1 0 0 0kd dk k   . Коэффициенты ki зависят 

от параметров rk и от величин 
1 0 1, ,d p p . В качестве ре-

шения выбирается корень уравнения, который соответ-

ствует условию 
2 3( ) 0f   . 

2. Уравнения для отыскания неизвестных параметров 

также значительно упрощаются в случае, когда коэффици-

ент Пуассона является постоянной величиной, а модуль 

Юнга переменным по вертикальной координате. Рассмот-

рим задачу об определении трех неизвестных параметров: 

коэффициента Пуассона ν и двух параметров в представ-

лении безразмерного модуля упругости 

 
1

3 1 0 3 0( ) (( ) .)         (1.8) 

 Подстановка представления (1.8) в (1.5) при по-

стоянном значении коэффициента Пуассона приводит 

к формулам 
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 (1.9) 

откуда и определяются искомые параметры. 
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Если в прямой задаче законы неоднородности поло-

сы являются дробно-рациональными функциями вида 

(1.7), то искомые параметры в постановках 1 и 2 вос-

станавливаются практически точно. Если в прямой за-

даче законы изменения упругих свойств принадлежат 

другим классам функций, то изложенный метод опре-

деления характеристик неоднородной полосы в рамках 

приближенной модели позволяет получить оценку уп-

ругих свойств полосы и определить характер монотон-

ности искомых законов (убывание, возрастание). 

На рис. 1 изображены результаты восстановления 

линейной зависимости модуля Юнга в классе дробно-

рациональных функций в постановке 2. Сплошной кри-

вой обозначены точные значения модуля Юнга, пунк-

тирная линия соответствует закону, восстановленному в 

классе дробно-рациональных функций. В качестве за-

конов неоднородности взяты возрастающий 

3 3( ) 1     (рис. 1, а) и убывающий 
3 3( 2)     

(рис. 1, б), коэффициент Пуассона в обоих случаях при-

нят равным 0,3  . Значение коэффициента Пуассона 

по формуле (1.9) восстанавливается практически точно. 

Погрешность восстановления параметров в случае, 

представленном на рис. 1, а, составила для 
0  8,98 %, 

для 
1  – 6,67 %; на рис. 1, б 

0  – 11,9 %, 
1  – 6,442 %. 

Поскольку в описанном подходе восстанавливаются 

параметры законов 
2 3( )f   и 

1 3 2 3( ) 2 ( )ff    , погреш-

ность определения закона 
1 3( )f   в некоторых случаях 

может достигать порядка 40 %, однако даже в этом слу-

чае удается определить характер монотонности неодно-

родных свойств полосы. 

 

а     б 

Рис. Результаты восстановления модуля Юнга: а – возрастающий закон; б – убывающий закон 

Fig. The results of the restoration of Young's modulus, (a) the increasing law, (b) the decreasing law 

2. Основные схемы исследования  

коэффициентных ОЗ по определению  

одной или нескольких функций при анализе  

установившихся колебаний 
 

Некоторые общие результаты исследования коэф-

фициентных ОЗ весьма многочисленны и представлены 

выше. Среди коэффициентных задач теории упругости 

наиболее детально изучены одномерные ОЗ для полу-

пространства в рамках нестационарных постановок 

[2, 7], базирующиеся на анализе нелинейных инте-

гральных уравнений типа Вольтерра, для слоистых 

структур при анализе толщинных колебаний и стержне-

вых структур при анализе продольных и изгибных ко-

лебаний [17], опирающиеся на итерационные процессы 

и метод регуляризации А. Н. Тихонова [1]. 
 

2.1. Первая постановка. Ограничения на нагрузки 
 

Весьма часто при решении ОЗ особенности нагру-

жения и съема информации могут быть проанализиро-

ваны из первой постановки [17], в которой в качестве 

дополнительной информации заданы компоненты фи-

зических полей внутри тела, а не на его границе. В этом 

случае решение обратной задачи приводится к пробле-

ме решения либо линейного операторного уравнения 

с компактным оператором, либо к задаче Коши для 

уравнения (или системы уравнений) в частных произ-

водных первого порядка.  

Типичными примерами таких постановок являются 

следующие задачи 

Пример 1. Задача об определении переменного 

модуля Юнга при анализе изгибных колебаний балки 

длиной L . Для простоты будем считать плотность по-

стоянной и осуществим обезразмеривание задачи. Вве-

дем безразмерную координату 
x

L
  , функцию безраз-

мерной жесткости 
0 0

( )
EI

D
E I

  , а также спектральный 

параметр, связанный с частотой колебаний 

2 4
4

0 0

FL
k

E I


 , 

где 0E  – некоторое характерное значения модуля Юнга, 
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в частности максимальное (далее будем обозначать вве-

денную безразмерную координату   через x ). Таким 

образом, основное уравнение примет вид 

 
4( ( ) ( )) ( ) 0.D x w x k w x   

 (2.1) 

Будем считать, что левый конец балки жестко защем-

лен, а на правом приложена зондирующая нагрузка, в ка-

честве которой используется сосредоточенный момент 

либо сосредоточенная сила. Граничные условия в первом 

случае (сосредоточенный момент) принимают вид 

 
(0) (0) 0, (1) (1) 1,

( ( ) ( )) (1) 0,

w w D w

D x w x

    

  
 (2.2) 

а граничные условия во втором случае (сосредоточен-

ная сила) имеют вид 

 
(0) (0) 0, (1) (1) 0,

( ( ) ( )) (1) 1.

w w D w

D x w x

    

  
 (2.3) 

Коэффициентная ОЗ состоит в нахождении функ-

ции ( )D x , если известна функция    0,w x k w x . Ин-

тегрируя (2.1) относительно ( )D x , получим, что реше-

ние для граничных условий (2.2) имеет вид 

 
1

4 1( ) (1 ( ) )( ( )) ,
x

D x k x w d w x       

а для граничных условий (2.3) 

 
1

4 1( ) ( 1 ( ) )( ( )) .
x

D x x k x w d w x        

Обратим внимание, что на частотах ниже первой 

резонансной частоты ( )w x  отлично от нуля и первая 

формула дает искомое решение, а вторая не позволя-

ет его строить в точке 1x  , поскольку (1) 0w  . 

Причина этого в свойствах задачи Коши, возникаю-

щей при анализе ОЗ. Действительно, для граничных 

условий (2.2) формируются данные Коши для 

(1), (1)D D , а для граничных условий (2.3) данные 

Коши недоопределены, поскольку (1)D  не может 

быть определено из граничных условий. Таким обра-

зом, исходя из первой постановки можно выяснить, 

какая нагрузка более благоприятна для построения 

решения ОЗ; в рассматриваемом случае это приложе-

ние момента на конце балки. 

Пример 2. Задача об определении переменных 

коэффициентов Ляме при анализе колебаний прямо-

угольника. Пусть в прямоугольнике [0, ] [ , ]S l b b    

возбуждаются колебания с частотой   двухкомпо-

нентной нагрузкой, приложенной к грани 1x l , грани-

ца 1 0x   защемлена, на остальной части границы на-

грузки отсутствуют. Краевая задача при переменных 

упругих характеристиках имеет вид 
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     (2.5) 

Отметим, что краевая задача (2.4)–(2.5) представля-

ет собой задачу Коши для системы дифференциальных 

уравнений в частных производных первого порядка 

относительно двух неизвестных функций 
1 2( , )x x  

и 
1 2( , )x x ; ее решение может быть построено численно 

на основе сплайн-аппроксимаций для вычисления про-

изводных и методик анализа задач Коши для этого вида 

систем уравнений [31]. Для того чтобы сформировать 

задачу Коши для этих функций, необходимо исходя из 

(2.5) определить значения искомых функций на границе 

1x l . В работе [32] сформулированы условия на на-

грузки, которые обеспечивают формирование коррект-

ных данных Коши для произвольной области; в на-

стоящем случае по крайней мере необходимо, чтобы 

2 0Р  , т.е. чтобы на этой грани была задана ненулевая 

касательная нагрузка, поскольку в противном случае 

данные Коши оказываются недоопределенными, ибо не 

задано 
2( , )l x . 

Таким образом, базируясь на этих двух примерах, 

можно констатировать, что уже на этапе постановки 

задачи выделяются классы нагрузок, при которых не-

возможно построить единственное решение ОЗ. 

 

2.2. Вторая постановка. Итерационные процессы 
 

Вторая постановка ОЗ для моделей теории упруго-

сти, в которой задано поле смещений на границе тела 

в некотором частотном диапазоне, приводит к сущест-

венно нелинейной некорректной проблеме. Наиболее 

эффективным способом нахождения искомых функций, 

характеризующих упругие свойства, является построе-

ние итерационного процесса, при реализации которого 

происходит уточнение некоторых начальных прибли-

жений простой структуры – постоянных или линейных. 

Проиллюстрируем реализацию на модели теории упру-

гости. Рассмотрим установившиеся колебания с часто-

той   ограниченной области V  с границей uS S S  , 

занятой упругой средой, jn  – компоненты единичного 

вектора внешней нормали к S . 

Постановка прямой задачи имеет вид 

 2

, 0, 1,2,3,ij j iu i     (2.6) 

 , , ,( ),ij k k ij i j j iu u u       (2.7) 



Vatulyan A.O., Plotnikov D.K. / PNRPU Mechanics Bulletin 3 (2019) 37-47 

44 

 0, .
u

i ij j iS S
u n p



    (2.8) 

Здесь  ,  – переменные параметры Ляме, являющиеся 

гладкими функциями координат;   – плотность среды. 

Сформулируем ОЗ определения этих коэффициентов 

дифференциального оператора и собственно полей сме-

щений внутри V  по дополнительной информации вида 

    1 2, , , .i iS
u f x



      (2.9) 

Такая постановка соответствует измерению поля 

перемещений на части границы 
0

S
 в некотором диапа-

зоне частот, где 
0

S
 – часть, на которой нагрузка либо 

известна, либо равна нулю. Понятно, что в первую оче-

редь необходимо выяснить, достаточно ли такой ин-

формации для того, чтобы найти все характеристики, 

или требуется изменить вид нагружения и область при-

ложения нагрузки, сформулировать еще одну или не-

сколько задач подобного вида и решать получающиеся 

задачи совместно. Изложим некоторые общие подходы 

к исследованию задачи об отыскании функций в соот-

ветствии с [17]. Поскольку задача имеет переменные 

коэффициенты и построить ее решение в явном виде и 

сформировать операторные уравнения для решения ОЗ 

невозможно, то для ее решения используется итераци-

онная схема, на каждом шаге которой решается прямая 

задача с некоторыми законами неоднородности, полу-

ченными на предыдущем этапе, и формируется линей-

ное операторное уравнение с компактным оператором 

для нахождения поправок. Начальный шаг такого про-

цесса базируется на нахождении закона неоднородности 

в простом классе функций, например, линейном. Ос-

новная проблема на этом пути – формирование опера-

торного соотношения для поправки. Для этой цели ис-

пользуется процедура линеаризации, причем полевые 

функции первого приближения удовлетворяют неодно-

родной краевой задаче, а в правые части уравнений 

входят искомые поправки. Формирование операторного 

уравнения основано либо на слабой постановке, либо на 

соотношении разрешимости неоднородной краевой за-

дачи. Продемонстрируем эту схему на описанной выше 

задаче. Построим операторное соотношение, связы-

вающее законы изменения параметров Ляме и плот-

ность. Применение описанной выше процедуры линеа-

ризации приводит к следующему операторному соот-

ношению на каждом шаге итерационного процесса [35]: 

 
   

( 1) ( ) ( ) ( )

1

1 2

2 ( , , , )

( ) 0, , ,

n n n n

i

V

n

i i i

S

L u dV

p f u dS







   

     




 (2.10) 

причем 

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( 1) ( 1)

( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

, , , , ,

2 ( , , , )

( ) 2 ( )( )

n n n n n n n

i i i

n n n n n n n

k k i j j i i j j i

L u u u

u u u u u

  

    

      

    
 

– есть условный лагранжиан для тела, поскольку мате-

риальные характеристики соответствуют n  итерации, 

а компоненты смещений соответствуют 1n  итерации. 

Это равенство служит базовым операторным уравнени-

ем первого рода с вполне непрерывным оператором, 

позволяющим определять поправки к модулям и плот-

ности, начиная с некоторого начального приближения. 

Отметим, что одного равенства (2.10) недостаточно для 

определения всех неизвестных функций. Дополнитель-

ные уравнения такого же вида, как описано выше, по-

лучаются путем изменения места приложения нагрузки 

или ее структуры. 

Пример 3. Приведем пример построения системы 

операторных уравнений на каждой итерации для нахо-

ждения модуля Юнга, модуля сдвига и плотности для 

функционально-градиентного материала. В этом случае 

система независимых экспериментов по их определе-

нию реализуется для консольно закрепленного стержня 

постоянного сечения длиной l  при анализе продоль-

ных, изгибных и крутильных колебаний. 

ОЗ на базе продольных колебаний стержня пере-

менной жесткости на основании (2.10) (достаточно вве-

сти гипотезы, соответствующие продольным колебани-

ям, и подсчитать кинетическую и потенциальную энер-

гию) приводит к следующему уравнению Фредгольма 

первого рода для нахождения поправок на каждой ите-

рации: 

( 1) 2 ( )

0

(( ( , )) ) ( )

l

n nu x E x dx    

 

 

2 ( 1) 2 ( )

0

( 1)

0 1

1 2

( ( , )) ( )

( ( ) ( , )),

, ,

l

n n

n

u x x dx

P f u l





   

    

  



 (2.11) 

где 
1

0P PF  ; P  – сила, приложенная на конце стерж-

ня; F  – площадь поперечного сечения; ( ), ( )E x x  – 

соответственно переменные модуль Юнга и плотность; 

1( )f   – заданная АЧХ конца x l  стержня. 

ОЗ на базе изгибных колебаний на основании (2.10) 

приводит к следующему уравнению Фредгольма перво-

го рода для нахождения поправок на каждой итерации: 

 

 

( 1) 2 ( )

0

2 ( 1) 2 ( )

0

( 1)

10 2

3 4

(( ( , )) ) ( )

( ( , )) ( )

( ( ) ( ( , )) ),

,

l

n n

l

n n

n

w x E x dx

w x x dx

M f w l







 

   

   

  



  (2.12) 

Здесь отметим, что предполагается задание изги-

бающего момента 1M на конце в соответствии с сооб-

ражениями, изложенными выше при анализе первой 
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постановки ОЗ (
1

10M MJ  ), и измерение соответст-

венно угла поворота концевого сечения 
2 ( )f   как 

функции частоты  , 
1FJ   ; F  – площадь попереч-

ного сечения; J – момент инерции сечения. Система 

уравнений Фредгольма первого рода является базовой 

при нахождении поправок для модуля упругости и 

плотности. Отметим некоторые особенности строения 

ядер этой системы. Все ядра являются неотрицательны-

ми. При этом в силу условий нагружения ядра при 
( ) ( )nE x  строго положительны, а ядра при 

( ) ( )n x  неот-

рицательны, однако обращаются в ноль при 0x  . Не-

смотря на регуляризующие процедуры в рамках метода 

А. Н. Тихонова, в силу этого свойства ядер плотность 

определяется с достаточно большой погрешностью 

в месте закрепления стержня. 

Таким образом, представлен итерационный про-

цесс, на каждом шаге которого необходимо решать 

прямую задачу с переменными характеристиками, най-

денными на предыдущем этапе, и систему интеграль-

ных уравнений Фредгольма первого рода для нахожде-

ния поправок. Обычно выход из итерационного процес-

са осуществляется при малости норм правых частей 

в интегральных уравнениях или по числу итераций. 

После нахождения функций ( ), ( )E x x  итерацион-

ный процесс для определения функции, задающей закон 

изменения модуля сдвига ( )G x , формируется согласно 

следующему уравнению Фредгольма: 

 ( 1) 2 ( )

0

(( ( , )) ) ( )

l

n nv x G x dx     

  ( 1)

20 3 5 6( ( ) (1, )), , ,nM f v          (2.13) 

где ( , )v x   – угол поворота, 1

20 pM МJ  ; М  – крутя-

щий момент, приложенный на конце x l ; 
pJ  – поляр-

ный момент; 
3 ( )f   – амплитудно-частотная характери-

стика угла закручивания конца стержня. 

Различные аспекты вычислительных экспериментов 

и исследование сходимости итерационных процессов в 

зависимости от характера идентифицируемых функций 

(монотонные, немонотонные), исследование влияния 

зашумления входной информации представлены в [17]. 
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