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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА УПРАВЛЕНИЯ ФАЗОВЫМ  

ПЕРЕХОДОМ ПРИ КРУЧЕНИИ ПОЛОГО ЦИЛИНДРА ИЗ СПЛАВА ГЕЙСЛЕРА 
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Институт механики сплошных сред УрО РАН, Пермь, Россия 

О СТАТЬЕ 
 

АННОТАЦИЯ 

Получена: 4 апреля 2019 г.  

Принята: 17 сентября 2019 г. 

Опубликована: 17 октября 2019 г. 

 Рассматриваются ферромагнитные сплавы с эффектом памяти формы (сплавы Гейс-
лера), испытывающие фазовый переход из высокотемпературной кубической фазы (ау-
стенит) в низкотемпературную тетрагональную фазу (мартенсит) в ферромагнитном со-
стоянии. В этих сплавах в процессе прямого температурного фазового перехода из аусте-
нитного состояния в мартенситное возможны генерации значительных макроскопических 
деформаций за счет приложения механических напряжений. Поскольку критические тем-
пературы процесса зависят от магнитного поля и полей напряжений, в таких сплавах воз-
можно управление процессом фазового перехода аустенит–мартенсит с помощью магнит-
ного поля. 

Представлена модель, позволяющая в рамках конечных деформаций описывать про-
цесс управления прямым (аустенит−мартенсит) и обратным (мартенсит−аустенит) фазо-
выми переходами с помощью магнитного поля в ферромагнитных поликристаллических 
материалах с памятью формы при действии внешних силовых, тепловых и магнитных по-
лей. Поскольку магнитное поле влияет на деформацию материала, которая, в свою оче-
редь, изменяет магнитное поле, поставлена связанная краевая задача и рассмотрен при-
мер об азимутальном кручении длинного полого цилиндра (плоская деформация) из спла-
ва Гейслера. Задача реализована численно методом конечных элементов с 
использованием процедуры пошагового нагружения. Накопление фазовых деформаций 
происходило в процессе прямого фазового перехода в цилиндре, внешняя поверхность 
которого была предварительно в аустенитном состоянии закручена в азимутальном на-
правлении относительно фиксированной внутренней. При этом величина накопленных 
фазовых деформаций зависела от того, какие граничные условия (силовые или кинемати-
ческие), производящие закручивание, заданы на внешней поверхности цилиндра. Полное 
снятие накопленных деформаций и раскручивание внешней поверхности цилиндра обрат-
но происходило как при нагревании образца в интервале температур обратного фазового 
перехода в отсутствие магнитного поля, так и при постоянной температуре, превышающей 
этот интервал, при снятии магнитного поля, приложенного предварительно в мартенсит-
ном состоянии. 
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 The paper discusses ferromagnetic alloys with shape memory (Heusler alloys) undergoing a 
phase transformation from the high-temperature cubic phase (austenite) to the low-temperature 
tetragonal phase (martensite) in the ferromagnetic state. In these alloys, significant macroscopic 
strains are generated during the direct temperature phase transition from the austenitic to the 
martensitic state due to the application of mechanical stresses. Since the critical temperatures of 
the process depend on the magnetic field and stress fields, in such alloys it is possible to control 
the austenite – martensite phase transformation process by applying a magnetic field.  

In this work, within the framework of finite deformations a model has been presented to de-
scribe the process of controlling the forward (austenite – martensite) and reverse (martensite – 
austenite) phase transformation by applying a magnetic field in ferromagnetic polycrystalline 
materials with shape memory under the action of external force, thermal and magnetic fields. 
Since the magnetic field affects the strain of the material, which in turn changes the magnetic 
field, a connected boundary value problem has been constructed. The problem of azimuthal tor-
sion of a long hollow cylinder (plane deformation) from a Heusler alloy has been solved numeri-
cally by the finite element method using the step-by-step loading procedure. The accumulation of 
phase strains occurred during the forward phase transformation in a cylinder, the outer surface of 
which was previously twisted in the azimuthal direction with respect to a fixed inner. In this case, 
the value of the accumulated phase strains depended on the boundary conditions (force or kine-
matic), that produced twisting the outer surface of the cylinder. The complete removal of the ac-
cumulated strains and the unwinding of the outer surface of the cylinder occurred both when the 
sample was heated in the temperature range of the reverse phase transformation in the absence 
of a magnetic field, and at a constant temperature exceeding this interval, when the magnetic 
field applied previously in the martensitic state was removed. 
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Введение 

 

Ферромагнитные сплавы Гейслера, в которых на-

блюдается эффект памяти формы, относятся к классу 

функциональных (интеллектуальных) материалов [1–

14]. Конструкции из таких материалов могут сущест-

венно изменять свою конфигурацию под действием 

внешних тепловых, магнитных или электрических по-

лей. Среди сплавов Гейслера с эффектом памяти формы 

наиболее изученной является система Ni−Mn−Ga, кото-

рая демонстрирует структурный (мартенситный) фазо-

вый переход из высокотемпературной кубической фазы 

(аустенит) в низкотемпературную тетрагональную фазу 

(мартенсит) в ферромагнитном состоянии. 

Выделяют два различных физических механизма, 

ответственных за инициирование больших деформаций 

(до 10 %) в ферромагнитных сплавах с памятью формы 

под действием внешних сил и магнитных полей. Один 

из них связан с восстановлением структурных доменов 

в мартенситной фазе и наблюдается в монокристалли-

ческих материалах или сильно текстурированных поли-

кристаллических образцах [1–9]. При отсутствии при-

ложенной механической нагрузки прямое фазовое пре-

вращение из кубической высокотемпературной фазы 

(аустенит) в тетрагональную низкотемпературную фазу 

(мартенсит) приводит к образованию сдвойникованных 

вариантов мартенситного состояния (структурные до-

мены). При этом изменение симметрии кристалличе-

ской решетки вызывает деформации, которые при про-

странственном усреднении по репрезентативному объ-

ему материала, состоящему из определенного числа 

структурных доменов, приводят только к несуществен-

ной макроскопической объемной деформации. Струк-

турный домен, в свою очередь, делится на магнитные 

домены, в которых векторы намагниченности имеют 

противоположные направления: в каждом магнитном 

домене этот вектор направлен вдоль или против оси 

легкого намагничивания данного домена, при этом до-

мены согласованы таким образом, что минимизируют 

магнитостатическую энергию. Приложение внешнего 

магнитного поля к ферромагнитным сплавам вызывает 

движение стенок магнитных доменов, вращение вектора 

намагниченности и, при условии высокой магнитной 

анизотропии, переориентацию мартенсита. Первые два 

процесса также происходят в обычных ферромагнитных 

материалах, в то время как последний процесс присущ 

только сплавам с памятью формы: приложение внешне-

го магнитного поля к материалу в мартенситном со-

стоянии (так же, как приложение силового поля) приво-

дит к вращению структурных доменов (движению гра-

ниц двойников) таким образом, что оси легкого 

намагничивания пытаются выстроиться по индуциро-
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ванному в теле магнитному полю. Совместная реориен-

тация определенного числа мартенситных вариантов 

приводит к раздвойникованию мартенсита и сопровож-

дается макроскопической деформацией, которая в неко-

торых ферромагнитных сплавах может быть чрезвы-

чайно сильной. В случае снятия магнитного поля де-

формация, создаваемая вращением мартенситных 

вариантов, не восстанавливается, но частично или пол-

ностью исчезает, когда материал переводится в аусте-

нитное состояние в интервале температур обратного 

фазового перехода. 

Другой механизм генерации значительных макро-

скопических деформаций в материалах связан с пря-

мым температурным фазовым переходом из аусте-

нитного состояния в мартенситное в присутствии ме-

ханических напряжений. Этот механизм имеет место 

как в монокристаллах, так и в поликристаллах [1, 2, 

10–14]. В соответствии с ним формирование типа 

мартенситного варианта полностью зависит от на-

правления поля напряжений, так что возникающие 

деформации ориентированы в соответствии с этим 

напряжением. Эти деформации называются фазовыми 

и дополняют обычные деформации, возникающие в 

материалах из-за приложенных сил. Усреднение фа-

зовых деформаций по репрезентативному объему ма-

териала приводит к макроскопической деформации, 

которая может быть значительно выше, чем обычная 

деформация в мартенситном состоянии, и, в отличие 

от обычной деформации, не исчезает после силовой 

разгрузки материала. 

С помощью магнитного поля можно эффективно 

управлять процессом фазового перехода, о чем свиде-

тельствуют экспериментальные исследования [10-12]. 

Если прямые или обратные фазовые переходы в ферро-

магнитном материале осуществляются под действием 

магнитного поля, критические температуры процесса 

изменяются в соответствии с обобщенным законом 

Клаузиуса-Клапейрона и зависят от магнитного поля и 

полей напряжений [13, 14]. Такое влияние магнитного 

поля и поля напряжений позволяет варьировать темпе-

ратуры прямых и обратных фазовых превращений и тем 

самым управлять процессом фазового перехода аусте-

нит–мартенсит. 

В серии работ [15–17] задача магнитоупругости ис-

следуется в рамках теории конечных деформаций. 

Внутреннее магнитное поле, индуцированное внешним 

магнитным полем в образце конечных размеров, гене-

рирует как массовые (пондеромоторные), так и поверх-

ностные силы в дополнение к обычным силовым или 

температурным внешним воздействиям. В свою очередь 

индуцированное внутреннее магнитное поле и дефор-

мация образца оказывают сильное влияние на внешнее 

магнитное поле, вызывая его возмущение. В результате 

внутреннее поле изменяется, что приводит к изменению 

массовых и поверхностных сил, генерируемых этим 

полем, и к изменению формы образца. Кроме того, век-

тор магнитной индукции и вектор напряжённости маг-

нитного поля имеют на поверхности тела конечной гео-

метрии разрывы в их тангенциальной и нормальной 

составляющих соответственно. Это порождает поверх-

ностный эффект, который проявляется в определенной 

области и не учитывается в большинстве работ, посвя-

щенных рассматриваемой проблеме. Таким образом, 

необходимо решить связанную магнитомеханическую 

задачу для намагничиваемого тела конечных размеров, 

которое находится в пространстве, где действует маг-

нитное поле. 

Для построения физико-механической модели по-

ведения ферромагнитного сплава с памятью формы 

(ФСПФ) в процессах прямого и обратного фазовых пре-

вращений, которая будет учитывать влияние теплового, 

магнитного и силового внешних полей на разных ста-

диях этих процессов, будем использовать три группы 

соотношений:  

1) соотношения механики деформируемого твердо-

го тела; 

2) соотношения, описывающие прямой и обратный 

температурно-индуцированные управляемые фазовые 

переходы аустенит–мартенсит; 

3) соотношения, описывающие изменение магнит-

ного поля в кусочно-однородной среде (уравнения Мак-

свелла). 

Эти соотношения с краткими пояснениями и необ-

ходимыми ссылками на первоисточники приведены 

ниже в разд. 1–3 для удобства читателя. В разд. 4 раз-

работанная физико-механическая модель поведения 

ферромагнитного сплава с памятью формы использу-

ется для описании магнитомеханических процессов, 

происходящих в длинном полом цилиндре из ферро-

магнитного материала с закрепленной внутренней по-

верхностью при прямом и обратном фазовых перехо-

дах. В аустенитном состоянии внешняя поверхность 

этого цилиндра сдвигается (закручивается) относи-

тельно внутренней в азимутальном направлении (ази-

мутальное кручение) заданным угловым перемещени-

ем или усилием. Затем цилиндр охлаждается, в резуль-

тате чего осуществляется прямой фазовый переход, и 

сдвиговые усилия, приложенные к внешней поверхно-

сти (заданные или соответствующие заданному угло-

вому перемещению этой поверхности), снимаются. 

Цилиндр находится в мартенситном состоянии, в де-

формированной за счет возникших в нем фазовых де-

формаций, но устойчивой форме. Включается внешнее 

магнитное поле, и цилиндр нагревается до температу-

ры, превышающей температуру окончания обратного 

фазового перехода, соответствующую случаю отсутст-

вия механических и магнитных внешних полей. Но 

обратный фазовый переход при этом не происходит, 

так как приложенное магнитное поле увеличивает 

температуру начала этого перехода. При уменьшении 

магнитного поля до нуля осуществляется обратный 

фазовый переход, и закрученная в азимутальном на-

правлении внешняя поверхность цилиндра раскручи-

вается обратно в свое первоначальное положение. 
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1. Основные соотношения 

 

Кинематические соотношения. В рамках конечных 

деформаций введем согласно [18, 19] следующие поня-

тия и обозначения, используемые в рассматриваемом 

процессе: 0  и   – начальная (недеформированная) и 

текущая конфигурации, F  – градиент места, переводя-

щий конфигурацию 0  и  , С – мера деформации Ко-

ши–Грина, T C F F ; Е – тензор деформации Коши-

Грина, ( ) / 2 E C g ; g – метрический (единичный) 

тензор. Согласно [20] введем в рассмотрение промежу-

точную конфигурацию * ,  близкую к текущей, и F* – 

градиент места, переводящий конфигурацию 0  в * . 

Градиент места, мера и тензор деформации Коши–

Грина относительно промежуточной конфигурации 

представляются в виде [20] 

 
* * * *

* * * *

( ) , 2 ,

,

T

T

         

      

F g h F C C F e F

E E F e F E E
 (1) 

где h  – градиент относительно промежуточного со-

стояния вектора перемещений из конфигурации *  в 

близкую текущую  ; е – тензор малых деформаций 

относительно промежуточной конфигурации, 

( ) / 2T e h h ;   – малый положительный параметр, 

характеризующий близость конфигураций *  и  . 

Значения всех величин, помеченных здесь и ниже в ста-

тье «звездочкой», относятся к промежуточной конфигу-

рации. 

В результате предельного перехода при стремлении 

промежуточной конфигурации к текущей ( *   ) из 

соотношений (1) следует, что  

 , 2 , ,T T       F l F C F D F E F D F&& &   (2) 

где l h&, D – тензор деформации скорости, 

( ) / 2T D l l , совпадающий в данном случае с тензо-

ром скорости деформаций D e&. 

Определяющее уравнение. Из эквивалентных форм 

представления определяющих соотношений для просто-

го материала, удовлетворяющих принципу объективно-

сти [18], используем форму 

 1= ( , ) ,T
EJ    T F g C F%  (3) 

в которой ( , )E g C%  – функция отклика материала на 

упругую деформацию T
E E E C F F  – совпадает со вто-

рым (симметричным) тензором напряжений Пиола–

Кирхгоффа: 2( / )II EW   g P C% , ( )EW C  – упругий 

потенциал. В соотношении (3) T – тензор истинных 

напряжений, 3( )J I F  – третий инвариант F, опреде-

ляющий относительное изменение объёма;   – абсо-

лютная температура. 

Из соотношения (3) с учетом (1) вытекает следую-

щее представление второго тензора напряжений Пиола–

Кирхгоффа, записанного относительно промежуточной 

конфигурации с точностью до линейных по   слагае-

мых: 

 ,IV IV
II II E II E        P P L e P L E% %   (4) 

где IV
L  и IV

L%  – тензоры четвертого ранга, определяю-

щие отклик материала на приращение упругих дефор-

маций Ee  и EE  соответственно. Эти тензоры пред-

ставляются следующим образом: 

2
3 *

* *2

= *

3 *
*2

= *

2
*

* 2

= *

*

= *

( , )
= 4

( , )
2 ,

( , )
= 4

( , )
2 ,

E E

E E

E E

E E

IV TE

E

TII E

E

IV E

E

II E

E

W

W





 
 



 
 



 




 




C C

C C

C C

C C

C
L F F

C

P C
F F

C

C
L

C

P C

C

o

o

%

 

где 
3
o  – позиционное скалярное умножение тензора 

второго ранга слева на третий базисный вектор тензора 

четвертого ранга [21, 22]. В результате предельного 

перехода *    в соотношении (4) получаем, что 

,IV IV
II E E   P L D L E& % &  

где тензоры IV
L  и IV

L%  имеют тот же вид, что IV
L  и IV

L% , 

но с величинами, определенными не в промежуточной, 

а в текущей конфигурации. 

Уравнения магнитного поля. Как уже отмечалось, 

внутреннее магнитное поле, наведенное в образце ко-

нечных размеров внешним магнитным полем, возмуща-

ет последнее. В результате внутреннее поле изменяется 

тоже. В отсутствие электрического тока изменения 

внутреннего и внешнего полей описывается зависимо-

стью [26] 0 , H H %  где Н и 0H  – напряженности 

возмущенного и приложенного магнитных полей; % – 

оператор Гамильтона в текущей конфигурации;   – 

скалярная функция, характеризующая возмущение.  

Вектор индукции магнитного поля В определяется в 

теле ( )( ,ix V  текущая конфигурация) соотношением 

0 ( ),  B H M  а в пространстве вне тела ( )( ,ex V  

текущая конфигурация) – соотношением 0 . B H  

Здесь 0  – магнитная постоянная 7
0( 4 10     

6 21,26 10 N / A );   M  – вектор намагниченности тела, 

определяемый соотношением , M H  в котором   – 

магнитная восприимчивость. Вектор индукции магнит-
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ного поля В удовлетворяет условию 0, B%  в резуль-

тате чего имеем два уравнения 
( )

0( ) 0 ex V   H% %  и 
0(1 )( ) 0   H% %  

( ) ,ix V  позволяющих определить функцию   вне 

тела и в теле. Причем 0  при x  и на поверх-

ности S, разделяющей тело и его внешность, ( ) ( )i e   

и ( ) ( )/ / ,i e     N N M N  где N – внешняя еди-

ничная нормаль к поверхности S  объема 
( )iV в теку-

щей конфигурации, а ( ) ( )/ ( , ).i e      N N %  Из 

последнего соотношения следует, что вектор напряжен-

ности магнитного поля Н испытывает скачок в нор-

мальной составляющей на поверхности раздела S. 

Внешнее магнитное поле и магнитное поле, наведен-

ное в образце конечных размеров, генерируют объемные 

(пондеромоторные) K и поверхностные Q силы в допол-

нение к внешним силам другой физической природы: 

0 ,  K M H%  2

0(1/ 2) ,NM Q N  где .NM  M N  

 

2. Описание фазового перехода 

 

Для описания кинематики фазового перехода за ос-

нову принята модель, предложенная для полимеров 

с памятью формы в работах [23–25] и адаптированная 

к сплавам с памятью формы в работе [26]. Поскольку 

в ФСПФ имеет место фазовый переход аустенит–

мартенсит, определим кинематику процесса градиентами 

места 
AF  для аустенитной фазы и 

MF  для мартенситной. 

Тогда соотношения (2) запишутся в следующем виде: 

, 2 ,

, , .

T

T A M

      

   

    

    

F l F C F D F

E F D F

&&

&
 

Предполагая аддитивность скоростей изменения 

упругих (аустенитных и мартенситных), температурных 

и фазовых деформаций, представим кинематическое 

уравнение (аналогично [26]) в следующем виде: 

 ( ) ( ) .A A M M ph

 

     E E E E E& & &  (5) 

Здесь M  и A  – параметры, определяющие долю мар-

тенситной и аустенитной фаз в объёме материала  

( 1M A   ); 
phE&  и 

E&  – скорости изменения фазовых 

и температурных деформаций. 

В работах [27–33] предложены различные соотно-

шения, описывающие возникновение и развитие фазо-

вых деформаций. Ниже будет использоваться модель, 

описанная в [30–33].  

Зависимость 
M  от   может быть аппроксимиро-

вана различными соотношениями. Согласно работе 

А.А. Мовчана [30], 

0, 0,

( ) 0,5(1 cos( )), 0 1,

1, 0.

M

 


       
  

 

 

, ( 0),

1 , ( 0).

s

f s M

s f

s

s f M

f s

M
M M d

M M

A
A A d

A A



 



 


      




       



 

Здесь , , ,s f s fM M A A  – температуры начала и завер-

шения прямого и обратного мартенситных превращений 

в свободном от напряжений и от магнитного поля мате-

риале; , , ,s f s fM M A A     – эти же температуры в нагру-

женном материале и/или в приложенном магнитном 

поле, которые определяются, согласно соотношению 

Клаузиуса–Клапейрона [26], следующим образом: 

 0

0 0[ ] [ ] .
[ ]

C

C C II ph
q


      P E H M  

Здесь 
C  и 

0C  – критические температуры прямого 

и обратного фазовых переходов в нагруженном и нена-

груженном материале; Н – вектор напряженности маг-

нитного поля; [ ]q , [ ]phE  и [ ]M  – выделившееся (по-

глощенное) тепло, изменение фазовых деформаций 

и намагниченности в процессе фазового перехода.  

Предложенные в [31] соотношения, описывающие 

изменения фазовых деформаций, обобщаются в работе 

[26] на конечные деформации следующим образом: 

 
(0)

(0)

ˆ , 0,

, 0.
exp( ) 1

ph II ph M M

ph

ph ph M M

M

a b c

c
c

c

      

  

     
    

E g P E

E
E E

& & &

& & &
 

Здесь , ,a b c  – параметры материала; 
IIP%  – девиатор 

тензора 
IIP ; (0)

M  и (0)

phE  – значения параметра мартен-

ситной фазы и фазовой деформации в начальной точке 

процесса обратного превращения. 

Скорость изменения температурных деформаций 

зададим, обобщая закон линейного температурного 

расширения на конечные деформации: 

( Θ ) Θ Θ(2  + ),T T α α α        E F e F F g F C E g& & && &  

где   – коэффициент линейного температурного рас-

ширения. 

В работах [26, 34] рассмотрены требования, кото-

рые накладывает термодинамика на процесс фазового 

перехода в ФСПФ. В результате термодинамического 

анализа получено следующее равенство: 

= =IIA IIM IIP P P , в котором = 2( / C )IIA A AW P , 

= 2( / C )IIM M MW P , AW  и MW  – упругие потенциалы 

аустенитной и мартенситной фаз. 

 

3. Постановка краевой задачи 

 

Для ФСПФ необходимо решать связанную задачу: 

магнитное поле вызывает деформирование тела, кото-
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рое, в свою очередь, искажает деформирующее это тело 

магнитное поле. Для решения такой краевой задачи ис-

пользуем вариационную постановку [26, 34]. 

Вариационное уравнение Лагранжа строится с при-

менением стандартной процедуры Галеркина к уравне-

ниям равновесия в текущей конфигурации   T K 0%  

и силовым граничным условиям ,  Q N T 0  дейст-

вующим на части текущей поверхности тела ,pS  с уче-

том кинематических граничных условий * ,u u  задан-

ных на оставшейся части текущей поверхности тела .uS  

Вариационное уравнение для магнитного поля строится 

совершенно аналогичным образом, с применением 

стандартной процедуры Галеркина к уравнениям для 

магнитного поля ( )

0( ) 0 ex V   H% %  и 

( )

0(1 )( ) 0 ,ix V    H% %  выписанным в конце 

первого раздела. Поскольку до решения задачи поверх-

ность и объем тела в текущем состоянии неизвестны, 

то, используя соотношения, связывающие объемы те-

кущего и начального состояний, а также соотношения, 

связывающие поверхности, ограничивающие эти объе-

мы, вариационную постановку для краевой задачи мож-

но привести к начальной конфигурации: 

( )
0 0

( )
0

1

0 0

0

d d

1
d ,

2

i

i

S V

II

V

J S J V

V

     

  

 



n C n Q u K u

P C

 

( ) ( )
0 0

0 0 0d (1 ) d
i i

T T

V V

J V J V        H F F   

 
( )
0

0d .
e

T T

V

J V    F F  (6) 

Здесь n – внешняя единичная нормаль к поверхности 
0S  

тела с объемом ( )

0

iV  в начальной конфигурации; ( )

0

eV  – 

объем окружающей тело внешней среды в начальной 

конфигурации; u – вектор перемещений из начальной 

конфигурации в текущую;   – оператор Гамильтона в 

начальной конфигурации;   – символ вариации. 

Для описания упругого поведения аустенитной и 

мартенситной фаз используется упрощенный закон 

Синьорини [18]: 

1 2

1 2 2

2
1 1

1 1 1

1

2 1

( ) ( ) 2 , , ,

3 ( ) 3 ( ) ,
2 8

3 ( ) ,
2

II J k k k A M

G
k I I

G
k G I

 
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   

  

  

  

      

  
         

 
    

P C C C

C C

C

 

где 
  и G

 – параметры материала, имеющие смысл 

параметра Ламе и модуля сдвига линейной теории уп-

ругости; 1I  – первый главный инвариант соответст-

вующего тензора. 

Закон намагничивания зададим в виде  M H , 

предполагая, что для магнитной восприимчивости спра-

ведливо соотношение (1 )M M M A       , при этом 

M  и 
A  – магнитные восприимчивости мартенситной 

и аустенитной фаз, которые задаются согласно формуле 

Фрёлиха–Кенелли [35] следующим образом: 

( )

( )
, , , .st

st

M
H A M

a H



 
    


H  

Здесь ( )

stM   – намагниченность насыщения; ( )

sta   – по-

стоянная материала. 

 

4. Решение задачи о кручении полого цилиндра 

 

Приведённые выше соотношения использовались 

для решения задачи о кручении длинного полого ци-

линдра (плоская деформация) из сплава Гейслера. В 

начальный момент времени образец из ФСПФ в виде 

длинного полого цилиндра находится в аустенитном 

состоянии. Внутренняя поверхность цилиндра закреп-

лена, а на внешней поверхности неизменного радиуса 

задаются перемещения или усилия, приводящие к её 

сдвигу относительно внутренней в азимутальном на-

правлении (азимутальное кручение). Деформированный 

таким образом цилиндр охлаждается (при фиксирован-

ном перемещении/усилии на внешней поверхности) в 

интервале температур прямого фазового перехода, что 

приводит к накоплению фазовых деформаций. В мар-

тенситном состоянии внешняя поверхность цилиндра 

разгружается (снимаются приложенные к ней заданные 

усилия или усилия, соответствующие заданному угло-

вому перемещению этой поверхности), при этом конфи-

гурацию образца определяют накопленные в нем фазо-

вые деформации. Последующее снятие фазовых дефор-

маций в образце возможно двумя способами:  

1. Производится нагрев в интервале температур об-

ратного фазового перехода, и образец возвращается к 

своей начальной ненагруженной конфигурации. 

2. В мартенситном состоянии осуществляются вклю-

чение магнитного поля и нагрев образца до температуры, 

при которой материал перешел бы в аустенитное состоя-

ние, будучи ненамагниченным. Однако приложенное 

магнитное поле сдвигает в соответствии с законом Клау-

зиуса–Клапейрона температуры обратного фазового пе-

рехода, и образец остается в мартенситном состоянии. 

Обратный фазовый переход и восстановление начальной 

конфигурации будет происходить в условиях постоянной 

температуры при снятии магнитного поля. 

Отметим, что когда внешнее магнитное поле 0H  

постоянно и направлено вдоль оси бесконечно длинного 

цилиндра, образец намагничивается однородно, при 

этом магнитное поле внутри цилиндра равно внешнему: 

0H H . Действительно, в единичном базисе цилинд-

рической системы координат 
0 0, , , ,z zH e e e H e 
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функция   зависит только от ρ, и уравнения, пред-

ставленные в конце первого раздела и описывающие 

поведение магнитного поля как в цилиндре, так и вне 

его, принимают вид 
2 2/ 0.d d    Отсюда следует, что 

( ) ( ) ( ) ,i i iA B    где ( )iA  и ( )iB  – константы; 0i   – 

полость цилиндра, 1i   – цилиндр; 2i   – внешность 

цилиндра. Используя условия стыковки этих трех ре-

шений на внешней и внутренней поверхностях цилинд-

ра, условия нормального разрыва 
( ) /id d   на этих 

поверхностях и условие затухания (2)  до нуля при 

,  приходим к тому, что 
( ) 0 ,i i    т.е. 

0H H  

и в теле, и в пространстве. Отсюда следует, что в теле 

0 0(1 ) ,zH  B e  а в окружающем пространстве 

0 0 0.zH  B e B  Поэтому скачок вектора магнитной 

индукции 
0 0 0 ,zH   B B e  происходящий на внутрен-

ней и внешней поверхностях цилиндра, направлен 

вдоль этих поверхностей.  

Решение, приведенное выше, является точным ана-

литическим решением уравнений магнитостатики, а 

значит, и второго вариационного уравнения в (6). По-

этому в данном случае это уравнение уже не нужно ре-

шать, в отличие от задачи, рассмотренной в работе [26]. 

Поставленная в начале этого раздела задача реша-

лась численно методом конечных элементов с помощью 

пакета FEnicCS (http://fenicsproject.org). Использовалась 

процедура пошагового нагружения для всех этапов ре-

шения, для чего осуществлена линеаризация вариаци-

онных уравнений. На каждом шаге задавались прира-

щения перемещения/усилия на внешней поверхности, 

температуры или внешнего магнитного поля. Счита-

лось, что распределение температуры однородно по 

образцу, т.е. он выдерживался необходимое для этого 

время при заданном на шаге приращении температуры 

окружающей среды. 

Внутренний радиус цилиндра r, внешний радиус R. 

Задача решалась в цилиндрической системе координат 

( , , )z  , при этом ось z совпадала с осью цилиндра. 

Ненулевые компоненты вектора перемещений зависели 

только от координаты ρ: ( )u   и ( ).u   

Для численного расчета использовались следующие 

параметры реального материала, приведенные или оп-

ределенные в [26]: модули упругости 90 ГПаAE  , 

30 ГПаME  ; коэффициент Пуассона для аустенитной 

и мартенситной фазы ν 0,3 , характерные температу-

ры фазового перехода при отсутствии напряжений и 

магнитного поля: 315КsM  , 310КfM  , 312КsA  , 

317КfA  ; параметры материала, описывающие эво-

люцию фазовых деформаций, 
52,43 10a   , 

6 12,57 10 МПаb    , 6,3c  ; коэффициент линейного 

теплового расширения 
5 11,1 10 К    ; магнитные кон-

станты ( ) 330 10 А/мA

stM   , ( ) 395 10 А/мA

sta   , 

( ) 340 10 А/мM

stM   , ( ) 380 10 А/м.M

sta    

На рисунках показаны результаты численного рас-

чета для цилиндра с внутренним радиусом 1 смr   и 

внешним радиусом 2 см.R   Охлаждение после круче-

ния в аустенитном состоянии происходило либо при 

фиксированном перемещении на внешней поверхности 

( ) 0,005 смu R    , либо при соответствующем ему 

усилии (в аустенитном состоянии) ( ) 58 МПа.p R     

При этом ( ) 0.u R     

Отметим, что результаты, полученные при решении 

на первом этапе (только упругие деформации в аусте-

нитном состоянии) в рамках конечных деформаций, 

практически совпадают с аналитическим решением, 

которое можно получить при решении задачи в рамках 

малых деформаций. Для рассматриваемой задачи об 

азимутальном кручении полого цилиндра при плоской 

деформации единственной ненулевой компонентой век-

тора перемещений в цилиндрической системе коорди-

нат будет ( ),u   при этом граничные условия запишут-

ся в виде ( ) 0,u r     *( ) .u R u     Используя соот-

ношения, представленные в работах [36, 37], получаем 

( ) ( )1
( ) , ( ) 2 ( ).

2

u u
e T Ge

 

  

   
      

  
 

Из уравнения равновесия 

( ) ( )
2 0

T T   
 

 
 

следует, что  

2

2

( ) ( ) ( )1
0.

u u u      
  
  

 

Решением полученного дифференциального урав-

нения будет функция 
1 2( ) / ,u C C      в которой 

1C  

и 
2C  находятся из граничных условий. В результате 

получаем, что 2

*( ) ( / )u K r     , где 

* 2 2

* / ( ).K u R R r   Тогда 2 2

*( ) /e K r     и 

2 2

*( ) 2 / .T GK r     

На рис. 1 представлено сечение цилиндра и полу-

ченные распределения перемещений u по радиусу 

(умноженные на 20) для задачи с заданными перемеще-

ниями на внешней поверхности ( ) 0,005 смu R     

(показаны красными линиями) и с заданными усилиями 

( ) 58 МПаp R     (показаны синими линиями).  

Упругое решение в аустенитном состоянии соответ-

ствует пути O–A перемещения точки на внешней по-

верхности цилиндра.  
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Рис. 1. История перемещения точек сечения  

цилиндра 

Fig. 1. Displacement history of the points  

of the cylinder section 

Путь A−B получается после прямого фазового пере-

хода при фиксированном перемещении внешней по-

верхности и последующем полном снятии усилия, соот-

ветствующего этому фиксированному перемещению в 

мартенситном состоянии (силовая разгрузка). Путь B−O 

соответствует обратному фазовому переходу в выше-

рассмотренном процессе. Путь A−C получается после 

прямого фазового перехода при фиксированном усилии 

на внешней поверхности. Последующая полная силовая 

разгрузка этой поверхности в мартенситном состоянии 

соответствует пути C−D, а D−O – путь при обратном 

фазовом переходе в таком процессе. 

Зависимость u  от   в виде обычного графика 

представлена на рис. 2. Здесь красной сплошной линией 

показано распределение углового перемещения по ра-

диусу при кручении в аустенитном состоянии, заданном 

перемещением ( ) 0,005 смu R     или соответст-

вующем ему усилием ( ) 58 МПаp R     (вначале 

возникают только упругие деформации), красной пунк-

тирной – распределение углового перемещения после 

прямого фазового перехода при фиксированном пере-

мещении внешней поверхности ( ) 0,005 смu R    , 

( ) 0u R     и последующей полной силовой разгрузке 

этой поверхности в мартенситном состоянии. Синей 

сплошной линией представлено распределение углового 

перемещения после прямого фазового перехода при 

фиксированном усилии на внешней поверхности 

( ) 58 МПа,p R     ( ) 0,u R     синей пунктирной – 

распределение углового перемещения после прямого 

фазового перехода при фиксированном усилии на 

внешней поверхности и последующей полной силовой 

разгрузке этой поверхности в мартенситном состоянии.  

В процессе прямого фазового перехода при фикси-

рованном усилии фазовые деформации растут. В силу 

того что упругие деформации в этом процессе должны 

оставаться неизменными, полные деформации тоже 

растут, все время превышают фазовые на величину уп-

ругих деформаций, и в конце такого процесса прямого 

фазового перехода перемещение u  соответствует точ-

ке С на рис. 2. При силовой разгрузке снимаются упру-

гие деформации, полные деформации уменьшаются до 

фиксированных фазовых, образец раскручивается, и 

перемещение u  соответствует точке D на рис. 2.  

 

Рис. 2. Распределение перемещений по радиусу 

Fig. 2. Distribution of displacements along the radius 

Процесс прямого мартенситного превращения при 

фиксированном перемещении внешней поверхности 

цилиндра эквивалентен процессу сдвига этой поверхно-

сти усилием, но не постоянным, как в предыдущем слу-

чае, а изменяющимся по вполне определенному закону. 

Так как полные деформации фиксированы, а фазовые 

растут, упругие деформации уменьшаются, и это усилие 

затухает (релаксирует) до нуля при не полностью за-

вершенном процессе прямого мартенситного превраще-

ния, φ 1.M   Приращение фазовых деформаций при 

этом сохраняет свой знак (продолжается ориентирован-

ное превращение), хотя и становится меньше, чем 

в предыдущий момент времени. Последующий процесс 

охлаждения осуществляется уже при отрицательном 

сдвиговом усилии, так как накапливающиеся фазовые 

деформации превышают полные фиксированные де-

формации. Это отрицательное сдвиговое усилие будет 

только нарастать, пока его влияние на приращение фа-

зовых деформаций не сравнится с влиянием накоплен-

ных фазовых деформаций (см. соотношение для 
phE&  

в конце разд. 2). Поэтому при силовой разгрузке, когда 

полные деформации становятся равными фазовым, пе-

ремещение u
 испытывает скачок из точки А в точку В 

и образец докручивается, реализуя эти накопленные 

фазовые деформации. 

В результате этого процесса угловое перемещение 

внешней поверхности цилиндра u  в разгруженном 

мартенситном состоянии (точки В и D) возрастает по 

сравнению с заданным ( ) 0,005 смu R     в 10 раз 

для перехода с фиксированным угловым перемещением 

и в 13 раз для перехода с фиксированным касательным 

усилием за счет возникновения фазовых деформаций, 

которые сохраняются и в разгруженном мартенситном 

состоянии. 

На рис. 3 представлена зависимость углового пере-

мещения на внешней поверхности от температуры 
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(прямой фазовый переход при охлаждении при фиксиро-

ванном усилии). Начальное и конечное значения переме-

щения отмечены точками A и C, которые соответствуют 

тем же точкам на рис. 1 и 2. При уменьшении температуры 

происходит дополнительное к упругому закручивание 

цилиндра за счет возникающих фазовых деформации. 

 

Рис. 3. Зависимость перемещения на внешней поверхности  

от температуры (охлаждение при фиксированном усилии) 

Fig. 3. Dependence of outer surface displacement  

on temperature (cooling under fixed force) 

На рис. 4 представлены зависимости углового пе-

ремещения на внешней поверхности  цилиндра от при-

ложенного магнитного поля. Начальные значения /u r
, 

помеченные точками B и D, соответствуют приложен-

ному магнитному полю в 
68 10 А/м  (при этом магнит-

ная индукция равна 10,08 Тл  – размерность величины 

в тесла) и нагреванию цилиндра до температуры выше 

fA , соответствующей концу обратного фазового пере-

хода мартенсит–аустенит при отсутствии силового 

и магнитного полей. Значения перемещений в точках B 

и D почти не отличаются от перемещений разгруженно-

го состояния, помеченных на рис. 1 и 2 теми же буква-

ми, так как температурные деформации и деформации, 

возникающие от приложенного магнитного поля, малы 

по сравнению с уже существующими в теле. При 

уменьшении магнитного поля до нуля образец полно-

стью раскручивается (путь показан стрелками; красная 

линия соответствует задаче, в которой прямой фазовый 

переход аустенит–мартенсит осуществлялся при фикси-

рованном перемещении, синяя – задаче, в которой пря-

мой фазовый переход аустенит–мартенсит осуществ-

лялся при фиксированном усилии). Этот рисунок де-

монстрирует возможность осуществления обратного 

фазового перехода при постоянной температуре, пре-

вышающей 
fA , при снятии магнитного поля, прило-

женного в мартенситном состоянии. 

На рис. 5 красной линией показано распределение 

сдвиговой компоненты тензора истинных напряжений 

по радиусу при кручении в аустенитном состоянии (уп-

ругое решение), а синей – распределение напряжений 

после прямого фазового перехода (в мартенситном со-

стоянии) при фиксированном перемещении на внешней 

поверхности.  

 

Рис. 4. Раскручивание образца при снятии  

магнитного поля  

Fig. 4. Untwisting of the sample when removing  

the magnetic field 

Видно, что после прямого фазового перехода на-

пряжение становится отрицательным по всему радиусу 

цилиндра, так как возникающие фазовые деформации 

при фиксированном перемещении на внешней поверх-

ности приводят к отрицательным упругим деформациям 

(об этом говорилось при обсуждении рис. 2). Точки 

, , ,a b c d  соответствуют сдвиговым усилиям на внеш-

ней и внутренней поверхностях. 

 

Рис. 5. Распределение сдвигового усилия по радиусу 

Fig. 5. Distribution of shear force along the radius 

На рис. 6 показаны зависимости сдвигового усилия 

на внешней (синей линией) и внутренней (красной ли-

нией) поверхностях от температуры (прямой фазовый 

переход при охлаждении при фиксированном на внеш-

ней поверхности перемещении и последующей разгруз-

ке). Напряжения, отмеченные точками , , ,a b c d , соот-

ветствуют тем же точкам на рис. 5. При уменьшении 

температуры сдвиговые усилия уменьшаются и стано-

вятся отрицательными. При последующем снятии на-

грузки на внешней поверхности ( T
, соответствующее 

точке b, стремится к нулю) при фиксированной внут-

ренней поверхности, T
 на внутренней поверхности, 

соответствующее точке d, тоже стремится к нулю. 

На рис. 7 представлено распределение сдвиговой ком-

поненты тензора фазовых деформаций по радиусу. Крас-

ная линия – результат решения, полученный при фазовом 

переходе при фиксированном перемещении на внешней 

поверхности, синяя – при фиксированном усилии.  
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Рис. 6. Зависимость сдвигового усилия от температуры 

Fig. 6. Dependence of shear force on temperature 

Из рисунка видно, что охлаждение при фиксиро-

ванном усилии дает большие фазовые деформации, чем 

охлаждение при фиксированном перемещении, по-

скольку во втором случае, как уже говорилось при об-

суждении рис. 2, происходит уменьшение напряжений в 

процессе охлаждения по всему образцу (см. рис. 5), что 

замедляет развитие фазовых деформаций. 

 

Рис. 7. Распределение фазовых деформаций по радиусу 

Fig. 7. Distribution of phase strains along the radius 

 

Рис. 8. Распределение осевой составляющей Bz  

вектора магнитной индукции 

Fig. 8. Distribution of the axial component  

of the magnetic inductance vector 

 

На рис. 8 показан разрыв в осевой (касательной 

к поверхности цилиндра) составляющей 
zB  вектора 

магнитной индукции В для рассматриваемой задачи, 

о чем говорилось в начале этого раздела. Здесь 

0 0 0B H  . Все остальные составляющие вектора В 

равны нулю. Разрыва в нормальной к поверхности ци-

линдра составляющей вектора напряженности магнит-

ного поля Н в данной задаче не происходит, что уже 

отмечалось ранее. 

 

Заключение 

 

В рамках модели, описывающей поведение сплавов 

с памятью формы при конечных деформациях, решена 

краевая задача о накоплении и снятии фазовых дефор-

маций в длинном полом цилиндре из ферромагнитного 

сплава с памятью формы (сплаве Гейслера). Показано, 

что величина накопленных фазовых деформаций в про-

цессе прямого перехода зависит от граничных условий. 

Полное снятие накопленных деформаций может проис-

ходить как при нагревании образца в интервале темпе-

ратур обратного фазового перехода, так и при постоян-

ной температуре, превышающей температуру конца 

обратного фазового перехода мартенсит–аустенит при 

отсутствии силового и магнитного полей, в случае сня-

тия магнитного поля, предварительно приложенного в 

мартенситном состоянии. Последнее продемонстриро-

вано на примере раскручивания внешней поверхности 

цилиндра из ферромагнитного материала, предвари-

тельно закрученной в аустенитном состоянии и значи-

тельно увеличившей угол закрутки в результате фазово-

го перехода в мартенситное состояние. 

Отметим, что с помощью описанной модели в рабо-

те [38] представлено решение задачи о натягивания 

предварительно сдвинутой в осевом направлении внеш-

ней поверхности цилиндра из ферромагнитного сплава 

с памятью формы как при нагревании образца в интер-

вале температур обратного фазового перехода, так и 

при постоянной температуре при снятии магнитного 

поля, предварительно приложенного в мартенситном 

состоянии. 
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