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 Рассматривается нагружение трещиноподобного дефекта по моде II. В отличие от клас-
сического представления трещины в виде математического разреза предлагаемая модель 
определяет трещину в виде физического разреза с характерным линейным размером. Мыс-
ленное продолжение физического разреза в твердом теле формирует слой взаимодействия. 
Существенно, что напряженно-деформированное состояние слоя не вносит в модель тре-
щины сингулярность. Произведение приращения удельной свободной энергии в торцевом 
квадратном элементе слоя на линейный размер определяет его энергетическое произведе-
ние (ЭП). Объектом исследования является двухконсольный образец, а предметом исследо-
вания – энергетическое произведение в торцевом элементе слоя взаимодействия. Внешняя 
нагрузка консолей приводит к их горизонтальным антисимметричным перемещениям, кото-
рые формируют в слое взаимодействия однородные сдвиговые деформации. Из условий 
равновесия консолей в вариационной форме с учетом гипотезы однородности осевых де-
формаций и c учетом их обжатия получена система дифференциальных уравнений, связы-
вающая напряженное состояние в слое и консолях. Исследовано решение характеристиче-
ского уравнения системы при различных отношениях толщин слоя и консолей. Показано, что 
при отношениях меньше определенного значения, зависящего от коэффициента Пуассона, 
имеют место вещественные корни. В рамках вещественных корней характеристического 
уравнения получено аналитическое решение поставленной задачи. При условии пренебре-
жения обжатием консолей найдено упрощенное решение. Определены деформации в слое 
с учетом обжатия консолей и без него. Проведен анализ зависимости ЭП от отношений тол-
щин слоя и консолей. Показано, что при отношении толщин 10–6 и менее ЭП практически не 
меняет своего значения. Учет обжатия консолей дает различие в значениях ЭП порядка 20 % 
по отношению к упрощенному решению задачи. 
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 The loading of a crack-like defect in mode II is considered. In contrast to the classical repre-
sentation of a crack in the form of a mathematical cut, the proposed model defines a crack in the 
form of a physical cut with a characteristic linear size. The mental continuation of a physical cut in 
a solid forms an interaction layer. It is significant that the stress-strain state of the layer does not 
introduce a singularity to the crack model. The product of the increment of the specific free ener-
gy in the face square element of the layer by the linear size determines its energy product. The 
object of the study is a double-cantilever sample, and the subject of study is the energy product in 
the face element of the interaction layer. The external load of the cantilevers leads to their hori-
zontal antisymmetric displacements, which form uniform shear deformations in the interaction 
layer. From the equilibrium conditions of the cantilevers in the variation form, taking into account 
the hypothesis of axial deformation homogeneity and their reduction, a system of differential 
equations is obtained, which relates the stress state in the layer and the cantilevers. The solution 
of the characteristic equation of the system is investigated for various ratios of layer thickness 
and cantilevers. It is shown that when the relationship is less than a certain value, depending on 
the Poisson's ratio, real roots take place. In the framework of the real roots of the characteristic 
equation, an analytical solution of the problem is obtained. Subject to the neglect of compression 
cantilevers found a simplified solution. The deformations in the layer are determined taking into 
account the compression of the consoles and without it. The analysis of the dependence of the 
energy product on the relationship of the thickness of the layer and cantilevers. It is shown that 
with a thickness ratio of 10-6 or less, the energy product practically does not change its value. 
Accounting for the compression of cantilevers gives a difference in the values of the energy prod-
uct of the order of 20 % in relation to the simplified solution of the problem. 

 
© PNRPU 

Keywords: 
energy product, linear size,  
crack mode II. 

 

 
Введение 

 
Классическая постановка задачи о трещине моды II 

рассматривает бесконечное линейно-упругое простран-
ство с дефектом в виде математического разреза, по-
верхности которого нагружены противоположными 
векторами напряжений [1, 2]. В этом случае на продол-
жении математического разреза в слое нулевой толщи-
ны реализуются только сдвиговые напряжения. Для 
образцов конечных размеров предлагается ряд схем 
нагружения [3–6], в которых на продолжении трещины 
реализуется напряженное состояние, соответствующее 
поперечному сдвигу. Данные схемы также принято рас-
сматривать как трещину моды II. Отметим, что для об-
разцов конечных размеров общие решения строятся, как 
правило, на основе численных процедур, основанных на 
методе конечных элементов [7–12]. Аналитические ре-
шения получаются, как правило, в рамках упрощающих 
гипотез [13–19]. Так, в работе [6] для консоли с цен-
тральной трещиной на основе гипотез теории пластин 
Тимошенко получено решение задачи и определено 
значение J-интеграла. В этом случае в консолях учиты-
вались деформации растяжения и сдвига. Влияние об-
жатия консолей в результате внешнего воздействия не 
рассматривалось. 

 

Альтернативной моделью трещины в виде матема-
тического разреза является разрез физический с харак-
терной толщиной 0δ . В данном представлении особую 
роль играет описание взаимодействия материального 
объема, лежащего на продолжении физического разре-
за, со смежной средой. Важно, чтобы та или иная мо-
дель не приводила к сингулярности в области оконча-
ния физического разреза. При нагружении трещинопо-
добного дефекта нормальным отрывом отметим модель 
в виде связей Прандтля, предложенную в статье [20] 
и используемую в работах [21–23]. В модели Ф. Макк-
линтока [24] предложено использовать для материала 
слоя усредненные характеристики напряженно-дефор-
мированного состояния (НДС). Постановки конкретных 
задач исходя из представления Ф. Макклинтока были 
реализованы на основе теории слоя взаимодействия в 
работах [18–20], [26–28]. В частности, в статье [27] вве-
дено понятие энергетического произведения (ЭП) в ви-
де произведения приращения удельной свободной энер-
гии в элементе слоя и толщины слоя. В статье [18] о 
нагружении двухконсольной балки (ДКБ-образца) нор-
мальным отрывом (нагружение по моде I) показано, что 
при уменьшении отношения толщины слоя к высоте 
консоли имеет место сходимость ЭП к поверхностной 
энергии, рассчитанной через вязкость разрушения ICK . 
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В данной работе предложена схема нагружения ДКБ-
образца в которой реализуется состояние, близкое к моде 
II. На основе общей вариационной постановки задачи 
[26–28] получены упрощенные постановки с учетом и 
без учета обжатия консолей. Из аналитических решений 
показано, что при уменьшении отношения толщины слоя 
к толщине консоли имеет место сходимость ЭП в слое 
для данного вида нагружения. 

 
1. Постановка задачи 

 
Рассмотрим случай нагружения ДКБ-образца со-

гласно схеме, показанной на рис. 1. Правые торцы кон-
солей 1 и 2 образца свободны от внешней нагрузки. 
Верхняя граница консоли 1 и нижняя граница консоли 2 
закреплены от вертикальных перемещений. На левых 
торцах консолей действует горизонтальная антисим-
метричная нагрузка интенсивностью P .  

 

Рис. 1. Схема сдвигового воздействия на тонкий слой 

Fig. 1. Shear effect on a thin layer 

Для описания взаимодействия слоя 3 с телами 1 и 2 
применим концепцию «слоя взаимодействия», развитую 
в работах [26–28]. В этом случае условия равновесия 
тел 1 и 2 запишем в вариационной форме для тела 1: 
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и тела 2 
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где u  – вектор перемещений; 1 2P ,P  – вектора внешней 
нагрузки тел 1 и 2; 1S , 2S  – площади тел 1 и 2; σ , ε  – тен-
зоры напряжений и деформаций; σ , ε  – тензоры средних 
напряжений и деформаций слоя с компонентами:  
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где ku±  – компоненты векторов перемещений верхней 
и нижней границ слоя соответственно; 1, 2k = ; 1 2,L L  – 
граница приложения внешней нагрузки для тела 1 и 2. 
Постулируется жесткое сцепление между границами 
области 3 и областями 1, 2:  

 ( ) ( ) [ ]1 0 1 0 1, 2 ; , 2 0; .x x x+ −= δ = − δ ∈u u u u    (5) 

Примем определяющие соотношения в форме зако-
на Гука: 

 
( )

,
1 1 2ij ij ij

E ν σ = ε + εδ + ν − ν 
  (6) 

где E , ν  – модуль упругости и коэффициент Пуассона 
тела; ε  – объемное расширение, 11 22 33ε = ε + ε + ε ; ijδ  – 

символ Кронекера; , 1, 2,3i j = . 
Для материала слоя взаимодействия 3 определяю-

щие соотношения считаем справедливыми для средних 
компонент тензоров напряжений и деформаций: 

 .
1 1 2ij ij ij

E ν σ = ε + εδ + ν − ν 
  (7) 

Распределение перемещений в консолях при данном 
нагружении принимаем в следующем виде: 

( ) ( ) ( )1
1 1 2 1 1, ,u x x u x+=   

 ( ) ( ) ( )( )1
2 1 2 1 1 0 2, 2 ,u x x x h x= ψ + δ −   (8) 

( ) ( ) ( )2
1 1 1 1, ,2u x x u x−=  

 ( ) ( ) ( )( )2
2 1 2 2 1 0 2, 2 .u x x x h x= ψ + δ +  (9) 

Вертикальные перемещения тождественно удовле-
творяют граничным условиям на верхней границе кон-
соли 1 и нижней границе консоли 2: 

( )

2 0

1
2 2

0,
x h

u
= +δ

=  ( )

2 0

2
2 2

0.
x h

u
=− −δ

=  
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В этом случае деформацию консолей будут опреде-
лять компоненты тензора деформаций 

 ( ) ( )1 1
11 1 2
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dx
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где 1u±  – горизонтальное перемещение верхней (+) или 
нижней (–) границы слоя; символ   преобразуется в 
знак (–) для 1k = , а для 2k =  преобразуется в знак (+). 

При распределении деформаций в консолях в виде 
(10)–(12) работа внутренних напряжений в теле 1 рас-
считывается следующим образом: 
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в теле 2: 
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Введем в рассмотрение обобщенные силы: 
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Интегрируем по частям ряд слагаемых в (13), (14) 
с учетом (15)–(20) и четвертое и пятое слагаемые в ле-
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12 1 12 100 0

1 1

,
k

xk kk
k kx

d dMM dx M dx
dx dx

=

=++ +

δψ
= δψ − δψ∫ ∫

 


 (24) 

 1

1

1 11
11 1 11 1 1 100 0

1 1

.
x

x

d u ddx u u dx
dx dx

±
=± ±

=++ +

δ σ
σ = σ δ − δ∫ ∫

 


  (25) 

2
12 1 12 10 0

1 1

kd hd u dx dx
dx dx

±

+ +

δ ψδ
σ = σ =∫ ∫

 

 

 1

1

12
12 10 0

1

.x
k kx

dh dx
dx

=

=+ +

 σ
= σ δψ − δψ 

 
∫


  (26) 

Рассмотрим правые части уравнений (1) и (2). При 
положительном обходе контура работа внешних напря-
жений рассчитывается так: 

( )
0

1 0 1

2
1

1 2
2L h x a

dl P u dx
δ

+

+δ =−

⋅δ = − δ − =∫ ∫P u  

 
11

1 1 1 ,
x a x a

Ph u Q u
=−

+ +

=−
= − δ = − δ   (27) 

( )
0

1 0 1

2
2

1 2
2L h x a

dl P u dx
δ

−

+δ =−

⋅δ = − δ − =∫ ∫P u  

 
11

1 1 1 ,
x a x a

Ph u Q u
=−

− −

=−
= δ = δ   (28) 

где 1 .Q Ph=  
Подставив (13),(15), (16) (21)–(28) в (1) и приравняв 

слагаемые при равных вариациях, приходим к двум 
системам дифференциальных уравнений: 

для участка [ )1 ;0x a∈ −  

 
1

112
22

1

0,
dM Q
dx

+ =  
1
11

1

0,
dQ
dx

=   (29) 

для участка ( ]1 0;x ∈   

1
112 12
22 0 22

1 1

0,5 ,
dM dQ h h
dx dx

σ
+ + δ = σ  

  
1
11 11

0 21
1 1

0,5 ,
dQ d
dx dx

σ
+ δ = σ   (30) 
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с условиями сопряжения 

 
1 1

1 10 0
,

x x
u u+ +

=− =+
=   (31) 

 
1 11 10 0

,
x x=− =+

ψ = ψ   (32) 

 ( )
1 1

1 1
12 12 0 120 0

0,5 ,
x x

M M h
=− =+

= + δ σ   (33) 

 ( )
1 1

1 1
11 11 0 110 0

0,5
x x

Q Q
=− =+

= + δ σ   (34) 

и с естественными граничными условиями: 
на левом торце 

 
1

1
11 1,

x a
Q Q

=−
=   (35) 

 
1

1
12 0,

x a
M

=−
=   (36) 

на правом торце 

 ( )
1

1
11 0 110,5 0,

x
Q

=
+ δ σ =



  (37) 

 ( )
1

1
12 0 120,5 0.

x
M h

=
+ δ σ =



  (38) 

Аналогичным образом из (2) приходим к системам 
дифференциальных уравнений: 

для участка [ )1 ;0x a∈ −  

 
2

212
22 ,

1

dM Q
dx

=  
2

11 0,
1

dQ
dx

=   (39) 

для участка ( ]1 0;x ∈   

2
212 12
22 0 22

1 1

0,5 0,
dM dQ h h
dx dx

σ
− + δ + σ =  

  
2

11 11
0 21

1

0,5 ,
1

dQ d
dx dx

σ
+ δ = −σ  (40) 

с условиями сопряжения 

 
1 1

1 10 0
,

x x
u u− −

=− =+
=   (41) 

 
1 12 20 0

,
x x=− =+

ψ = ψ   (42) 

 ( )
1 1

2 2
12 12 0 120 0

0,5 ,
x x

M M h
=− =+

= + δ σ  (43) 

 ( )
1 1

2 2
11 11 0 110 0

0,5
x x

Q Q
=− =+

= + δ σ  (44) 

и естественными граничными условиями: 
на левом торце 

 
1

2
11 1,

x a
Q Q

=−
= −   (45) 

 
1

2
12 0,

x a
M

=−
=   (46) 

правом торце 

 ( )
1

2
11 0 110,5 0,

x
Q

=
+ δ σ =



  (47) 

 ( )
1

2
12 0 120,5 0.

x
M h

=
+ δ σ =



 (48) 

С учетом выражений (10)–(12) и условием плоской 
деформации ( 33 0ε = ) определяющие соотношения (6) 
запишем в виде 

 1
11

1

1 ,k
k

duD D
dx

±

σ = ψ   (49) 

 1
22

1

1 ,k
k

duD D
dx

±

σ = ψ +   (50) 

 ( )12 0 2
1

2 ,k kd
L h x

dx
 ψ

σ = + δ 
 


  (51) 

где ( )
( )( ) ( )( ) ( )

1
; 1 ; .

1 1 2 1 1 2 2 1
E E ED D L

− ν ν
= = =

+ ν − ν + ν − ν + ν
 

Из (7)–(9), (3) и (4) получим связь средних напря-
жений в слое взаимодействия с его граничными пере-
мещениями: 

 
( )

( )1 1
11 1 2

1 0

1 ,
2

d u uD D h
dx

+ −+
σ = + ψ − ψ

δ
  (52) 

 ( )
( )1 1

22 1 2
0 1

1 ,
2

d u uD Dh
dx

+ −+
σ = ψ − ψ +

δ
  (53) 

 1 1 1 2
12

0 1 1

0,5 .
u u d dL h

dx dx

+ −  − ψ ψ
σ = + +   δ   

  (54) 

Таким образом, система дифференциальных урав-
нений (29), (30), (39), (40) с учетом связей (10)–(12), 
(15)–(20) и определяющих соотношений (49)–(54) явля-
ется замкнутой относительно четырех неизвестных 
функций 1 1 1 2, , ,u u+ − ψ ψ . Каждая искомая функция входит 
в систему со второй производной включительно. Удов-
летворение восьми граничных условий (35)–(38), (45)–
(48) с учетом сопряжения решений (31)–(34), (41)–(44) 
даст решение поставленной задачи. 

 
2. Решение задачи 

 
Рассмотрим решение поставленной задачи в виде 

1 1 1 2,u u+ −= − ψ = ψ  для полубесконечного образца ( → ∞ ). 
В этом случае движение консолей противоположно, 
с одинаковым модулем обжатия. Для решения задачи 
достаточно рассмотреть только систему уравнений (29), 
(30) при следующих выражениях обобщенных сил: 

 ( ) 0

0

21 1
11 11 2 12

1

1 ,
h

1
duQ x dx h D D
dx

++δ

δ

 
= σ = − ψ 

 
∫   (55) 
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 ( ) 0

0

21 1
22 1 22 2 12

1

1 ,
h duQ x dx h D D

dx

++δ

δ

 
= σ = − ψ + 

 
∫   (56) 

обобщенного момента 

    ( ) ( )0

0

321 1
12 12 0 2 22

1

2
3

h

1
dLhM x h x dx
dx

+δ

δ

ψ
= σ + δ − =∫   (57) 

и средних напряжений в слое 

 0,11σ =   (58) 

 22 0,σ =   (59) 

 1 1
12

0 1

2
.

u dL h
dx

+ ψ
σ = + δ 

  (60) 

Проинтегрируем второе уравнение системы (29) 
с учетом граничного условия (35) и связи (55): 

 1
1 1

1 .
QDu

D hD
+′ = ψ +  (61) 

Запишем первое уравнение системы (29) с учетом 
(56), (57) в виде 

 
2

1 1 11 .
3

Lh D D u +′′ ′ψ = ψ −   (62) 

Из (61), (62) приходим к следующему неоднород-
ному дифференциальному уравнению второго порядка: 

 
2

1 1 ,g A
h

 ′′ψ − ψ = 
 

  (63) 

где 
( )2 2

2
3 1

0;
D D

g
LD

−
= >  1

3

3 1
.

D QA
LDh

= −  

Запишем общее решение (63): 

 
( )

1 1 1
1 1 2 2 2

1
.

1

g gx x
h h D QC e C e

h D D
−

ψ = + −
−

  (64) 

Из граничного условия (36) и выражения (57) нахо-
дим связь постоянных интегрирования 

 
2

1 2 .
ag
hC C e

−
=   (65) 

Таким образом, из (64), (65) имеем 

 
( )

( )
1

1
2

1
1 2 2 2

1
,

1

g a x g x
h h D QC e e

h D D

+
− 

ψ = + −   − 
  (66) 

а из (61) и (66) получаем распределение горизонтально-
го перемещения на участке [ )1 ;0x a∈ − : 

( )1
1

2

1 2
1 g a xg x

h hD hu C e e
Dg

+
−+

 
= − +  

 
  

 
( )
( )

2 2
1 1

32 2

2 1
.

1

Q x D D
C

hD D D

−
+ +

−
 (67) 

Рассмотрим решение на участке ( ]1 0;x ∈  . Запи-
шем систему (30) с учетом выражений (55)–(60): 

 1 1 1

1 1 1

2 3 ,

1 ,

K K u
u Ku K

+

+ +

′′ ′ψ = ψ −


′′ ′= + ψ
  (68) 

где 
0

2LK
h D

=
δ

; 11 L DK
D
+

= ; 
2 0

32
1 1.5

DK
Lh

h

=
δ + 

 

; 

( )
2

3 1
3

L D
K

Lh
+

= . 

Систему линейных дифференциальных уравнений 
второго порядка (68) сведем к системе линейных диф-
ференциальных уравнений первого порядка: 

 

1 1

1 1

0 0 0 1
0 0 1 0

.
0 2 0 3

0 1 0

u u

K Kw w
K Kv v

+ +′    
    ψ ψ    =    −
           

 (69) 

Характеристическое уравнение системы (69) запи-
шем в виде 

 4 2 0,b cλ + λ + =   (70) 

где 1 3 2 ;b K K K K= − −  2.c KK=  
Коэффициенты биквадратного уравнения (70) пред-

ставим в виде 

0

,mb
h

= −
δ

 

3 0
0

6 ,
1 1,5

c
h

h

=
δ δ + 

 

 

( )

( ) ( )( )
0 0

0

6 11 2 1,5 .
1 1 2 11 2 1 1,5

m
h h

h

 
 − ν δ δ− ν = + −

δ − ν − ν − ν − ν +    

 

Дискриминант уравнения (70) имеет вид 

 
2

0

,nd
h

 
=  δ 

  (71)  

где 2 2 0

0

24 .
1 1,5

n m
h

h

δ
= −

δ + 
 

 

На рис. 2 приведем зависимость 2n от отношения 

0h δ  для различных значений коэффициента Пуассона.  
Из приведенных зависимостей видно, что для вы-

бранного коэффициента Пуассона существует порого-
вое значение отношения 0 ,h δ  для которого 2n  стано-
вится положительной величиной. При дальнейшем из-
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ложении будем рассматривать только такие толщины 
слоя и консоли, при которых 2 0n > . Из (70) в этом слу-
чае получаем собственные значения: 

1
1,2

0

,
m
h

λ = ±
δ

 2
3,4

0

,
m
h

λ = ±
δ

 

где ( )1 0,5 0;m m n= + >  ( )2 0,5 0.m m n= − >  
 

 

Рис. 2. Зависимость 2n  от отношения 0h δ : (1) 0,1ν = ;  

(2) 0,2ν = ; (3) 0,3ν =  

Fig. 2. Dependence of СС 2n  on ratio 0h δ : (1) 0,1ν = ;  

(2) 0,2ν = ; (3) 0,3ν =  

Запишем решение (69) в следующем виде: 

 1
4

1
1

,j x
j

j
u S eλ+

=

= ∑   (72) 

 1
4

1
1

,j x
j j

j
S q eλ

=

ψ = ∑   (73) 

где ( ) ( )
0

1 2
2 1 .j j

j

q
h

 − ν
= λ − ν −  δ λ 

 

При удовлетворении на бесконечности граничных 
условий (37), (38) получаем 1 3 0S S= = . 

Найдем постоянные 2 3,C C  в (66), (67) и 2 4,S S  
в (72), (73) из условий сопряжения решений (31)–(34): 

 

( )

( ) ( )

2

2 3 2 4

2
1

2 2 2 4 42 2

2 22 3
0

2 2 2 2

23
0

4 4 4

1
2 2 2 4 4 4

1 1 ,

1
1 ,

1

1
3 3 2

,
3 2

1 1 .

ag
h

ag
h

ag
h

D hC e C S S
Dg

D QC e S q S q
h D D

hh g hC e S q h

hhS q h

Q S D D q S D D q
h

−

−

−

  
− + = +  

 
   + − = +  − 
     δ − = λ + + +          
   δ+ λ + +      


= λ − + λ −


 (74) 

Запишем решение системы (74) в следующем виде: 

4

2 4

2 4

2

3 2 4 2

2 3 ,
4 1 3 1 2

1 ,
1 ,

1 1 ,
ag
h

RR VRS
R V R R R

S V V S
C R R S

D hC S S C e
Dg

−

− = − −
= −

 = +

  

= + − −  
  

 

где 
( )

1

2 2

;
1

QV
h D D q

=
λ −

 ( )
( )

4 4

2 2

1
1 ;

1
D D q

V
D D q

λ −
=

λ −
 

2

1
ag
hM e

−
= + ; 

( )
1

2 2

1
2

1
D QB

h D D
=

−
; 2 2

;
Vq BR

M
+

=  

4 21
1 ;

q V qR
M

−
=  

22

2 1 ;
3

ag
hh gR e

− 
= − 

 
 2 23R q= λ ×  

23
0 ;

3 2
hh h

 δ
× + + 

 
 

23
0

4 44
3 2

hhR q h
 δ

= λ + + 
 

. 

Рассмотрим упрощенный вариант решения рас-
смотренной задачи, положив в задании поля перемеще-
ний (8), (9) 1 2 0ψ = ψ = . В этом случае из (29)–(38) 
с учетом (58) приходим к следующей постановке задачи:  

для участка [ )1 ;0x a∈ −  

 
1
11 0,
1

dQ
dx

=  (75) 

для участка ( ]1 0;x ∈   

 
1
11

21,
1

dQ
dx

= σ  (76) 

с условиями сопряжения 

 
1 1

1 10 0
,

x x
u u+ +

=− =+
=  (77) 

 
1 1

1 1
11 110 0x x

Q Q
=− =+

=   (78) 

и граничным условием в левом торце 

 
1

1
11 1x a

Q Q
=−

=   (79) 

и правом торце 

 
1

1
11 0,

x
Q

=
=



  (80) 

где 1
12

0

2
;

uL
+ 

σ =  δ 
 ( )1 1

11
1

1
duQ x hD
dx

+

= . 

В постановке (75)–(80) связь (76) соответствует по-
становке «дифференциального сдвига», предложенной 
в [29] и обсуждаемой в [30]. 

Решение (75)–(80) запишем в виде 

 
[ )

[ )
1

0

01
1 1 1

2
0

1 1 1

, ;0 ,
2

, 0; .
2

L x
Dh

xu Q x a
Dh LDh

u Q e x
LDh

+

−
δ+

  δ
= − ∈ −     


 δ

= − ∈




  (81) 
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Введем в рассмотрение энергетическое произведе-
ние (ЭП) [27] среднее на элементе слоя размером 

0 0δ × δ : 

 02 ,γ = δ ϕ  (82) 

где ( )
0

1 1
0 0

1 x dx
δ

ϕ = ϕ
δ ∫ ; ( )1xϕ  – средняя удельная сво-

бодная энергия по толщине слоя. 
Из (81) находим 

 
( ) 02 2

21

0

12 1 .
2 2

L
DhQ

e
LDh

δ
− 

 γ = − −
 δ  

  (83) 

При 0 0hδ →  выражение (83) принимает постоян-
ное значение 

 
( )2

1
02 .

Q
Dh

γ =   (84) 

Рассмотрим консоль со следующими геометриче-
скими и механическими характеристиками: 0,1a = м, 

0,05h = м, 0,3ν = , 112 10E = ⋅  Пa. На рис. 3 показано 
поведение функции 0γ γ  в зависимости от десятичного 
логарифма отношения 0 hδ  для единичной внешней 
нагрузки. 

 

Рис. 3. Зависимость величины ЭП, отнесенной к значению (84), 
от отношения 0 hδ : 1 – ЭП рассчитано по формуле (83);  
          2 – ЭП рассчитано на основе формул (72) и (73) 

Fig. 3. Dependence of the EP magnitude, referred to the value (84), 
on the ratio 0 hδ : 1 – EP calculated by the formula (83);  
          2 – EP calculated on the basis of formulas (72) and (73) 

На рис. 3 график 1 определяет соотношение (83), 
а график 2 построен на основе решений (72), (73). Из 
полученных зависимостей видно, что имеет место схо-
димость ЭП. При отношении 6

0 10h −δ <  значения ЭП 
практически не меняются. Однако учет обжатия консо-
ли дает снижение значения ЭП на 20 %. 

Объяснение данному факту можно дать, рассмотрев 

зависимости деформации в слое 1 1
12

0 12

c
c u dh

dx

+ ψ
ε = +

δ
 

с учетом обжатия и без него; 1
12

0

w u+

ε =
δ

, где 1
cu+ – гори-

зонтальное перемещение в модели с обжатием. На рис. 4 
построены деформации 12 , , ,1 , 2p p c w c cε =  в слое с учетом 
и без учета обжатия консоли, а также слагаемые деформа-
ции с учетом обжатия на участке [ ]1 0, 4x a∈  при толщи-

не слоя, равной 2
0 10 h−δ = . График 1 определяет дефор-

мацию 12
wε , график 2 – деформацию 12

cε , график 3 – сла-

гаемое деформации 1 1
12

0

c
c u+

ε =
δ

, график 4 – слагаемое 2
12

cε

деформации 2 1
12

12
c dh

dx
ψ

ε = . Значения деформаций отнесе-

ны к значению деформации 12
wε  на торце слоя. 

 

Рис. 4. Зависимость деформаций в слое: 1 – 12;wε   

2 – 12
cε ; 3 – 1

12
cε ; 4 – 2

12
cε  

Fig. 4. Dependence of strains in the layer: 1 – 12
wε ;  

2 – 12
cε ; 3 – 1

12
cε ; 4 – 2

12
cε  

Из рис. 4 видно, что деформации 2
12

cε  имеют проти-
воположный знак и составляют порядка 5 % от дефор-
мации 12

wε  на торце слоя. В итоге деформация в слое 12
cε  

с учетом обжатия консоли составляет около 93 % от 
деформации 12

wε . 

При толщине слоя 6
0 10 h−δ =  характер решения ме-

няется. Деформация 2
12

cε  составляет порядка 0,03 % от 

деформации 12
wε , и ее можно не принимать во внимание. 

Однако в этом случае деформация 1
12

cε  будет равна 89 % 

от деформации 12
wε , что приводит к результату, пока-

занному на рис. 3 для ЭП. 
 

Заключение 
 
Рассмотрено НДС ДКБ-образца, близкое к сдвиго-

вому, в рамках модели слоя взаимодействия. Гипотеза 
об однородном распределении главных деформаций по 
толщине консолей позволила получить аналитическое 
решение задачи. Установлено, что ЭП при стремлении 
толщины слоя к нулю на некотором отрезке, начиная 
с порогового значения, практически не зависит от тол-
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щины слоя. Определено, что учет обжатия консолей на 
20 % уменьшает пороговое значение ЭП. Если в резуль-
тате эксперимента определить критическое значение 
внешней нагрузки при заданной толщине консоли, то 
можно найти критическое пороговое значение ЭП. Уни-
версальность данного значения можно установить, срав-
нивая величины критических нагрузок, определенных 
теоретически из условия постоянства ЭП при различных 
толщинах консолей с результатами экспериментов. 
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