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 В работе рассматриваются стержни постоянного поперечного сечения. Закон дефор-
мирования каждого слоя стержня принят в виде аппроксимации полиномом второго поряд-
ка. Изложена методика определения коэффициентов указанного полинома и предельных 
деформаций при сжатии и растяжении материала каждого слоя на основе наличия трех 
традиционных характеристик: модуля упругости, предельных напряжений при сжатии и 
растяжении. На основе диаграмм деформирования бетонов марок B10, B30, B50 при рас-
тяжении и сжатии указанные коэффициенты определены методом наименьших квадратов. 
Проведено сравнение диаграмм деформирования бетонов указанных марок на основе 
аппроксимаций, полученных по предельным значениям и методом наименьших квадратов, 
и установлено, что указанные диаграммы достаточно хорошо приближают реальные диа-
граммы деформирования при деформациях, близких к предельным. 

Основной задачей в данной работе является определение возможности стержня вы-
держать приложенные нагрузки, до начала интенсивных процессов трещинообразования в 
бетоне. Поэтому в качестве критерия условного предельного состояния в данной работе 
принимается достижение в одном или нескольких слоях стержня максимальной деформа-
цией предельно допустимого значения при растяжении или сжатии, соответствующих на 
диаграмме деформирования точкам перехода к ниспадающей ветви. 

При деформировании стержня предполагаются справедливыми классические кинема-
тические гипотезы Кирхгофа – Лява. Рассмотрены случаи статически определимой и ста-
тически неопределимой задачи изгиба стержня. Показано, что в случае статически опре-
делимых нагружений общее решение задачи сводится к решению системы трех нелиней-
ных алгебраических уравнений, корни которых с необходимой точностью можно получить с 
помощью хорошо разработанных методов вычислительной математики. Для статически 
неопределимых задач общее решение проблемы сводится к получению решения системы 
трех нелинейных дифференциальных уравнений для трех функций – деформации и кри-
визн. Для приближенного решения этого уравнения на отрезке по длине стержня исполь-
зуется метод Бубнова – Галеркина и рассматриваются конкретные примеры его примене-
ния к системе символьных вычислений Maple. 
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 The work considers rods with a constant cross-section. The deformation law of each layer of 
the rod is adopted as an approximation by a polynomial of the second order. The method of de-
termining the coefficients of the indicated polynomial and the limit deformations under compres-
sion and tension of the material of each layer is described with the presence of three traditional 
characteristics: modulus of elasticity, limit stresses at compression and tension. On the basis of 
deformation diagrams of the concrete grades B10, B30, B50 under tension and compression, 
these coefficients are determined by the method of least squares. The deformation diagrams of 
these concrete grades are compared on the basis of the approximations obtained by the limit 
values and the method of least squares, and it is found that these diagrams approximate quite 
well the real deformation diagrams at deformations close to the limit. 

The main problem in this work is to determine if the rod is able withstand the applied loads, 
before intensive cracking processes in concrete. So as a criterion of the conditional limit state this 
work adopts the maximum permissible deformation value under tension or compression corre-
sponding to the points of transition to a falling branch on the deformation diagram level in one or 
more layers of the rod. 

The Kirchhoff-Lyav classical kinematic hypotheses are assumed to be valid for the rod de-
formation. The cases of statically determinable and statically indeterminable problems of bend of 
the rod are considered. It is shown that in the case of statically determinable loadings, the gen-
eral solution of the problem comes to solving a system of three nonlinear algebraic equations 
which roots can be obtained with the necessary accuracy using the well-developed methods of 
computational mathematics. The general solution of the problem for statically indeterminable 
problems is reduced to obtaining a solution to a system of three nonlinear differential equations 
for three functions – deformation and curvatures. The Bubnov-Galerkin method is used to approx-
imate the solution of this equation on the segment along the length of the rod, and specific exam-
ples of its application to the Maple system of symbolic calculations are considered. 
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Введение 
 

Активное развитие массового жилищного строи-

тельства требует расширения промышленной номен-

клатуры строительных материалов и конструкций, при-

менения новых технологий в строительстве и создания 

новых долговечных и экономически эффективных 

строительных конструкций. В настоящее время наибо-

лее эффективными элементами несущих конструкций 

для каркасов жилищных и индустриальных элементов 

являются железобетонные стержневые элементы. Желе-

зобетон находит широкое применение в строительстве 

из-за своих физико-механических свойств, достаточной 

распространенности ресурсов для его получения, отно-

сительно невысокой стоимости изготовления. 

Существенное улучшение качества изделий на бе-

тонной основе может быть достигнуто за счет исполь-

зования армирующих элементов, которые имеют метал-

лическую, полимерную или каменную природу, а также 

каучукобетонов и полимербетонов [1–3, 7, 8, 26, 28, 29].  

Одной из задач при изготовлении стержневых эле-

ментов является задача экономии расхода и стоимости 

материалов. Это обстоятельство вызывает необходи-

мость разработки единого подхода к расчету и анализу 

поведения гибридных конструкций с различными сим-

метричными и несимметричными профилями попереч-

ных сечений и разными структурами армирования. Ме-

тодика расчета таких конструкций должна позволять 

решать задачи при варьировании условий закрепления, 

загружения, конструктивных форм сечений и парамет-

ров армирования. Для конструкций, работающих в 

условиях плоского изгиба, соответствующие решения 

были получены в работах [1, 3, 7, 9, 12, 20–23, 24, 25, 

27]. При решении практических задач часто возникает 

задача определения прочности конструкций при сов-

местном действии нескольких силовых факторов. Тео-

рия железобетона, базирующаяся на эксперименталь-

ном исследовании простых элементов, зачастую не поз-

воляет оценить несущую способность элементов 

конструкции произвольного сечения при произвольном 

воздействии силовых факторов [19].  
 

1. Методика решения 

 

В данной работе будем учитывать важное свойство 

бетонных конструкций – существенно различные зако-

номерности их деформирования в условиях растяжения 

и сжатия. Бетоны и пластики (армированные и неарми-
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рованные) при растяжении ведут себя как линейно-

упругие, в то время как при сжатии диаграммы демон-

стрируют существенную нелинейность даже при низких 

уровнях нагружения. Следовательно, как и в работах [1, 3], 

в различных зонах сечений следует использовать еди-

нообразные, достаточно простые аппроксимации диа-

грамм деформирования с различными (по зонам) коэф-

фициентами. Тогда связь между напряжениями 
i , де-

формациями   в i-й зоне сечения стержня 
1

n

i

i

S S


  

(рис. 1) представим в форме 

 2

1 2i i iA A    , (1) 

где 
1iA , 

2iA  – экспериментально найденные коэффици-

енты материалов i-го слоя (зависящие от структуры 

слоя и свойств фазовых материалов).  

 

Рис. 1. Поперечное сечение многослойного стержня 

Fig. 1. The cross-section of the multilayered rod 

Потеря эксплуатационных качеств армированных 

бетонных конструкций, как отмечается во многих экс-

периментальных исследованиях [1, 2, 7–11], характери-

зуется предельными деформациями (
*i

 ) при сжатии  

и (
*i

 ) при растяжении. Их превышение обычно приво-

дит к интенсивным процессам трещинообразования [10, 

11], которое в данном исследовании не рассматривает-

ся. Тогда в качестве критерия условного предельного 

состояния в i-м слое принимается достижение в нем 

максимальной деформации предельно допустимого зна-

чения при растяжении или сжатии, т.е. зависимости (1) 

определяются на отрезке 
* *i i

      . 

Для определения коэффициентов 
1iA , 

2iA  необхо-

димо, чтобы расчетная модель (1) наилучшим образом 

соответствовала данным эксперимента в интересующей 

области деформирования, которую из рассматриваемого 

круга задач будем считать близкой к предельным состо-

яниям. 

При наличии диаграмм растяжения-сжатия бетонов 

каждого слоя эти коэффициенты можно получить, 

например, методом наименьших квадратов. При отсут-

ствии указанных диаграмм значения искомых коэффи-

циентов и предельных деформаций можно получить, 

взяв за основу достаточно простые предположения [13]: 

 *

* ,i

i

iE



 
   *

* 2 ,i

i

iE



 
   

1i iA E , 

2

2

*

1
,

4

i

i

i

E
A





  (2) 

где 
* *,i i

    – пределы прочности бетона при растяже-

нии и сжатии образцов i-го слоя; 
iE  – модуль упругости 

бетона i-го слоя. 

Таким образом, при использовании аппроксима-

ции (1) достаточно иметь три традиционных характери-

стики при рассматриваемом подходе – 
* *, ,E    . 

Результаты расчета коэффициентов 
1iA , 

2iA  по соот-

ношениям (2) для марок бетона B10, B30, B50 по экспери-

ментально найденным предельным значениям 
* *, ,i i iE    , 

полученным в [14, 23], приведены в табл. 1. Эти же коэф-

фициенты, определенные методом наименьших квадратов, 

на основе действительных диаграмм деформирования, 

полученных в [14, 23], приведены в табл. 2.  

Сравнение диаграмм деформирования, построенных 

по аппроксимирующим формулам (1), коэффициенты 

которых определялись методом наименьших квадратов 

и по соотношениям (2), с экспериментальными диа-

граммами приведено на рис. 2. Из рисунка видно, что 

экспериментальные диаграммы достаточно хорошо 

приближают решение при деформациях, близких к пре-

дельным. 

Таблица 1 

Результаты расчета коэффициентов аппроксимации  

по предельным значениям 

Table 1 

The computations of the approximation coefficients  

based on the limit values 

Класс 

бето-
на 

E, 

МПа *

 , 

МПа 

*

 , 

МПа 

*

 , 

% 

*

 , % 1A , 

МПа 

2A , МПа A , % 

B10 17 800 7,48 0,68 0,084 0,0038 17 800 10 589 572 38,89 

B30 32 200 21,8 1,44 0,135 0,0045 32 200 11 890 367 38,24 

B50 38 600 35,9 1,84 0,186 0,0047 38 600 10 375 766 44,63 

 

Таблица 2 

Результаты расчета коэффициентов аппроксимации  

методом наименьших квадратов. A  – средняя  

ошибка аппроксимации 

Table 2 

The calculation results of the least squares approximation 

coefficient A  an average approximation error 

Класс бетона 
1A , МПа 

2A , МПа A , % 

B10 12 488 5 078 524 33,26 

B30 32 351 11 660 358 38,14 

B50 56 490 21 305 730 39,29 
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а       б 

Рис. 2. Диаграммы сжатия (а), растяжения (б) бетонов, построенные методом наименьших квадратов (сплошная линия)  

и по предельным значениям (штриховая линия). Квадратами обозначены точки экспериментальной диаграммы 

Fig. 2. Diagrams of a) compression, b) tension of concrete constructed by the least squares method (solid line) and by limit  

values (dashed line), the squares indicate the points of the experimental diagram 

Выберем декартову систему координат с осью x, 

направленной вдоль оси стержня, с определенной при-

вязкой к поперечному сечению и с началом координат 

на одном из концов стержня. 

Для упрощения получающихся в дальнейшем фор-

мул будем считать, что структуры гибридных армиро-

ванных стержней и распределения внешних нагрузок 

согласованы так, что в процессе деформирования эф-

фекты закручивания либо вовсе не возникают, либо 

столь незначительны, что ими можно пренебречь. Тогда 

возникающие поля напряжений 
j  будут порождать 

внутренние силовые факторы: 

  
1 1 1

, , ,

i i i

n n n

i y i z i

i i iS S S

N dS M zdS M ydS
  

            (3) 

которые должны удовлетворять уравнениям равнове-

сия [15]: 

 

22

2 2
, , .

y yz z
y z x

d M dmd M dm dN
q q q

dx dx dxdx dx
       (4) 

Здесь N – проекция вектора внутреннего усилия на ось 

x; ,z yM M  – проекции вектора внутреннего момента на 

оси z и y. Величины , ,x y zq q q  – проекции вектора рас-

пределенной нагрузки приложенного к оси стержня; 

,z ym m  – проекции вектора распределенных моментов 

на оси z и y.  

Интегрируя уравнения (4), получим: 

 

0

0 0 0

0 0 0

( ) (0) ,

( ) (0) (0) ,

( ) (0) (0) .

x

x

x x x

z z y z y

x x x

y y z y z

N x N q dx

M x M Q x m dx q dx dx

M x M Q x m dx q dx dx

 

 
     

 

 
     

 



  

  

 (5) 

В случае статически определимых стержней значе-

ния (0), (0), (0), (0), (0)y z z yN Q Q M M  определяем из 

условий равновесия крайних узлов. Для статически 

неопределимых задач необходимо будет составлять до-

полнительные условия совместности деформаций. 

Используя классические кинематические гипотезы 

Кирхгофа – Лява, для деформаций будем иметь выра-

жения [15] 

 
0( , , ) ( ) ( ) ( ),z yx y z x y x z x        (6) 

 

2 2

0 0 0

0 2 2
( ) , , ,y z

du d w d v
x

dx dx dx
       (7) 

где 
0 0 0, ,u v w  – компоненты вектора перемещений точек 

осевой линии стержня. 

Из соотношения (6) можно получить уравнение 

нейтральной линии для каждого поперечного сечения 

стержня: 

0( ) ( ) ( ) 0.z yx y x z x       

Интегрируя соотношения (7), получим: 

0 0 0

0

( ) (0) ( ) ,
x

u x u x dx    

0 0

0 0

( ) (0) (0) ( ) ,
x x

y zx x x dx dx
 

      
 
   

 
0 0

0 0

( ) (0) (0) ( ) ,
x x

z yw x w x x dx dx
 

     
 
   (8) 

 
0

( ) (0) ( ) ,
x

y y zx x dx      
0

( ) (0) ( ) .
x

z z yx x dx      (9) 

Величины 
0 0 0(0), (0), (0), (0), (0)y zu w    находим 

из условия закрепления стержня. 

Будем считать, что стержень имеет одинаковую 

форму поперечного сечения вдоль всей длины, причем 
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контур этой формы полностью определяется системой 

функций ( ), 1,..,ib z i n  (см. рис. 1). 

Подставляя выражения (1) в (3) и учитывая реаль-

ную структуру расположения материалов в сечении, для 

величин , ,y zN M M  получим систему трех равенств в 

виде полиномов второго порядка от величин 
0 , ,y z   : 
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В случае статически определимых балок при из-

вестных функциях , ,y zN M M  дальнейшее решение 

задачи сводится к численному решению системы трех 

нелинейных алгебраических уравнений относительно 

трех неизвестных 
0 , ,y z    и последующему вычисле-

нию по формулам (8), (9). 

В случае статически неопределимых задач следует 

подставить выражения (10)–(12) в уравнения равнове-

сия (4) и при учете выражений (7) получить разрешаю-

щую систему трех нелинейных дифференциальных 

уравнений относительно трех неизвестных функций 

0 0 0( ), ( ), ( )u x x w x : 
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2 .z

y

d d w dm
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
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В качестве примера рассмотрим случай стержня, 

защемленного с обоих концов (рис. 3). 

 

Рис. 3. Стержень длины l, защемленный с обоих концов 

Fig. 3. The rod of l length pinched at both ends 

Из условий закрепления стержня имеем граничные 

условия: 

 
0 0 0 0 0 0(0) (0) (0) ( ) ( ) ( ) 0,u w u l l w l       (16) 

 0 0 0 0

0 0

0.
x x x l x l

d dw d dw

dx dx dx dx
   

 
     (17) 

Приближенное решение такой системы можно искать 

при использовании метода Бубнова – Галеркина [16].  

Решение будем искать в виде 

 

0 0

1 1

0

1

( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( ),

N N

k k k k

k k
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k k

k

u x B y x x C t x

w x D r x

 



  



 


 (18) 

где , ,k k kB C D  – искомые коэффициенты, которые и 

определяют решение задачи. 

Если положить 

 
1 1

( ) ( ) ( ) cos cos ,k k k

k k
y x t x r x x x

l l

 
        (19) 

тогда граничные условия (13), (14) будут удовлетворе-

ны, причем изгибающие моменты и продольное усилие 

в местах защемления стержня будут отличны от нуля. 

Подставим разложения (18) в систему (13)–(15) и 

обозначим в полученной системе разность левой и пра-

вой части (13) через 
1( )L x , (14) – 

2( )L x , (15) – 
3( )L x . 

Возьмем в качестве базисных функций в методе 

Бубнова – Галеркина те же функции, что и в разложе-

нии (18): 

 
1 1

( ) cos cos , 1... .k

k k
f x x x k N

l l

 
       . (20) 

Составим систему из 3N  алгебраических уравнений 

относительно 3N  неизвестных , , , 1...k k kB C D k N   : 

 
0

( ) ( ) 0, 1...3, 1... .
l

i kL x f x dx i k N        (21) 

Значение искомых коэффициентов , ,k k kB C D  опре-

делим из указанной системы каким-либо численным ме-

тодом [18]. Значение изгибающих моментов и продоль-

ного усилия определяется соотношениями (13)–(15). 

Ввиду достаточной громоздкости формул при увели-

чении количества приближений N и роста погрешности 

при округлении свободных членов указанное решение 

задачи удобно искать с использованием системы сим-

вольных вычислений, например Maple, которая позволя-

ет получать приближенные аналитические решения [17]. 

Положим, что длина стержня 10 мl   , количество 

слоев 3n   и он имеет двутавровое поперечное сечение 

с параметрами (см. рис. 1): 
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Предположим, что в стержне послойно реализованы 

следующие марки бетона: 
1 B50,S   

2 B30,S   
3 B50,S   

коэффициенты в уравнении (1) определены методом 

наименьших квадратов (табл. 2). 

Пусть на стержень действуют распределенные 

нагрузки 
1q , 

2q , 
3q  (см. рис. 3) вдоль соответствующих 

граней: 
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тогда проекции этих нагрузок вдоль всей длины стерж-

ня имеют вид 
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Распределенные вдоль граней нагрузки 
1q , 

2q , 
3q  

будут вызывать появление распределенного момента по 

длине стержня, проекция которого определяется соот-

ношениями: 
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откуда можно получить 
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В результате расчета по соотношениям (18)–(21) в 

математическом пакете Maple при N = 7, с параметрами 
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получаем нелинейную систему алгебраических урав-

нений относительно неизвестных коэффициентов 

, ,k k kB C D , которую решаем численно в этом же пакете 

методом Ньютона [17, 18], используя для каждого ко-

эффициента в качестве начального приближения нуле-

вое значение. В результате указанного решения получа-

ем приближенные решения вида (18) для перемещений 

0 0 0( ), ( ), ( )u x x w x  (рис. 4). Найденные выражения для 

перемещений позволяют по соотношениям (6), (7), (10)–

(12) получить аналогичные приближенные решения для 

деформации и продольного усилия в любом сечении 

стержня. 

Найденные решения будут справедливы в случае, 

если деформация   в каждом сечении стержня не пре-

высила свои предельные значения для каждого фазово-

го материала. В противном случае будем считать, что 

имеем дело с потерей несущей способности стержня.  

Для того чтобы оценить несущую способность 

стержня, определим максимальную и минимальную 

деформацию в каждом сечении стержня для каждого 

слоя. Учитывая, что выражение для деформации (6) 

является линейной функцией относительно переменных 

,y z  и что каждый слой в сечении представляет прямо-

угольник, максимальную и минимальную деформацию 

в каждом сечении для каждого слоя будем искать как 

соответственно максимальное и минимальное значение 

из четырех значений деформации в вершинах прямо-

угольника, ограничивающих указанный слой. В случае 

произвольной формы сечения стержня максимум и ми-

нимум придется искать вдоль линии, ограничивающей 

контур каждого сечения. Графики для перемещений 

приведены на рис. 4, графики деформаций для каждого 

сечения стержня и каждого слоя – на рис. 5. 

 

Рис. 4. Изменение величины перемещений  

защемленного с обоих концов стержня 

Fig 4. The change in the amount of displacements  

pinched from both ends of the rod 

 

а 

 

б 

Рис. 5. Изменение величины: а – максимальной; б – мини-

мальной деформации в сечении защемленного с обоих  

концов стержня  

Fig. 5. The change in the amount of displacements pinched  

from both ends of the rod 

Анализируя рис. 5 и табл. 1, можно увидеть, что де-

формация для каждого слоя в любом сечении не превы-

сила предельные значения. Соответственно, полученное 

решение справедливо.  

В случае, если увеличить продольную нагрузку, по-

ложив 3

2 12кН/мt    , то указанная нагрузка является 

близкой к предельной в первом слое в сечении, близком 

к правому концу стержня (рис. 7, а). 

 

Рис. 6. Изменение величины перемещений защемленного  

с обоих концов стержня 

Fig. 6. The change in the number of displacements pinched  

from both ends of the rod 
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а 

 

б 

Рис. 7. Изменение величины: а – максимальной; б – минимальной 

деформации в сечении защемленного с обоих концов стержня 

Fig. 7. The change in the value of a – maximum, b – minimum 

deformation in the cross section of the rod clamped at both ends 

В случае, когда тот же самый стержень шарнирно 

оперт с обоих концов, в качестве функций ( ), ( ),k ky x t x  

( )kr x  в разложении (18) возьмем следующие: 

 

1 1
( ) cos cos ,

( ) ( ) sin ,

k

k k

k k
y x x x

l l

k
t x r x x

l

 
   


 

 (24) 

тогда в местах закрепления стержня перемещения 

и изгибающие моменты будут равны 0.  

Если принять, что на стержень действуют нагрузки, 

аналогичные предыдущему случаю (23), получим для 

перемещений и деформаций решения, изображенные на 

рис. 8, 9. Из рис. 9, а видно, что деформация превысила 

предельное значение при растяжении в третьем слое в 

середине стержня. Из рис. 9, б можно заметить, что де-

формация не превысила предельных значений при сжа-

тии во всех слоях стержня. 

 

Рис. 8. Изменение величины перемещений в сечении  

шарнирно-опертого с обоих концов стержня  

Fig. 8. The change in the magnitude of the displacements in the 

cross section of the rod the pivotally supported from both ends 

 

а 

 

б 

Рис. 9. Изменение величины: а – максимальной; б – минимальной 

деформации в сечении шарнирно-опертого с обоих концов 

стержня 

Fig. 9. Change in the value of a) maximum, b) minimum  

deformation in the cross section of the rod pivotally supported  

from both ends 

В пределах принятой формы сечения мы можем из-

менить несущую способность за счет изменения пара-

метров сечения, а также за счет замены материалов слоя 

на другие. Например, в случае изменения параметров 

сечения (22) на значения 

1 01 2 02

3 03 1 2 3

( ) 0,4 м, ( ) 0,3 м,

1 1 7
( ) 0,4 м, м, м, м

5 2 10

b z b b z b

b z b h h h

     

       
 

в условиях тех же самых нагрузок (23) график переме-

щений и деформаций примет вид, представленный на 

рис. 10, 11. Как видно из указанных рисунков, деформа-

ция в каждом слое не превышает предельных значений. 

 

Рис. 10. Изменение величины перемещений в сечении  

шарнирно-опертого с обоих концов стержня  

Fig. 10. Change in the magnitude of displacements in the cross 

section of a rod pivotally supported from both ends 

Тот же самый эффект можно получить, если, 

например, увеличивать следующие параметры сечения 

стержня: 
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1 01 2 02

3 03 1 2 3

( ) 0,6 м, ( ) 0,5 м,

1 2 3
( ) 0,6 м, м, м, м.

5 5 5

b z b b z b

b z b h h h

     

        
 

 

а 

 

б 

Рис. 11. Изменение величины: а – максимальной;  

б – минимальной деформации в сечении шарнирно- 

опертого с обоих концов стержня  

Fig. 11. The change in the value of a) maximum, b) minimum 

deformation in the cross section of the rod pivotally supported 

from both ends 

Из рис. 12, 13 видно, что деформация, так же как и в 

предыдущем случае, не превышает предельные значения. 

 

Рис. 12. Изменение величины перемещений в сечении  

шарнирно-опертого с обоих концов стержня 

Fig. 12. The change in the magnitude of displacements in the cross 

section of a rod pivotally supported from both ends 

Выбор подходящего варианта из возможных конфи-

гураций сечения стержня, способных выдержать прило-

женные нагрузки, может быть обусловлен массой стерж-

ня, сложностью изготовления, ценой материалов и т.д. 

В случае, когда приложенные усилия к стержню 

располагаются в одной плоскости, при условии наличия 

соответствующей симметрии поперечного сечения 

стержня, имеет место случай плоского изгиба. Рассмот-

рим для определенности случай продольно-поперечного 

изгиба в плоскости OXZ  (рис. 14), где 
1 2 3, ,e e e  – еди-

ничные векторы с началом в начале координат, направ-

ленные вдоль осей OX, OY, OZ соответственно. 

 

а 

 

б 

Рис. 13. Изменение величины: а – максимальной;  

б – минимальной деформации в сечении шарнирно- 

опертого с обоих концов стержня  

Fig. 13. The change in the value of a) maximum, b) minimum 

deformation in the cross section of the rod pivotally supported 

from both ends 

 

Рис. 14. Случай продольно-поперечного изгиба 

Fig. 14. The case of longitudinal-transverse bending 

Рассмотрим элемент стержня, выделенный двумя 

поперечными сечениями с координатами x и x+dx, где 

dx – достаточно мало. 

Обозначим через R  главный вектор и M  главный 

момент всех сил относительно начала координат. При-

чем справедливо 

  1 2 1 2

Г

, , ,

k k

k k sk k

k kS S

dS d dS        R R R R σ R q q  

1 2 1

2

Г

, ,

,

k k

S

k k sk k

k k S

dS

d dS

   

    



  

M M M M r σ

M r q r q
 

 1 2 3 ,sk k k x y zg g g   q g e e e  

где 
1R , 

1M – главный вектор и главный момент внут-

ренних сил; 
2R , 

2M  – главный вектор и главный мо-

мент внешних сил; σ  – вектор напряжения, действую-

щий в соответствующих точках сечения; 
kq  – вектор 

распределенной внешней силы, действующей вдоль 
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кривой Гk
; 

skq  – вектор распределенной массовой си-

лы, действующей в сечении k-го слоя стержня; g  – век-

тор ускорения свободного падения; 
k  – плотность k-

слоя стержня.  

Положим, что векторы r , σ , 
kq , 

skq  разлагаются в 

базисе 
1 2 3, ,e e e  следующим образом: 

1 2 3,x y z  r e e e  
1 2 3x y z  σ e e e , 

1 2 3k kx ky kzq q q  q e e e ,  

1 2 3,sk skx sky skzq q q  q e e e  

откуда получим выражения для главных векторов и мо-

ментов: 

 

   

1 1

2 3 ,

z y

S

x z x y

S S

y z dS

z x dS y x dS

    

       



 

M e

e e
 

   

 

 

   

2 1 2

3

1

2 3.

k k

k

k

k k

kz ky k kz kx k

k kГ Г

ky kx k

k Г

skz sky k

k S

skz skx k sky skx k

k kS S

yq zq d xq zq d

xq yq d

yq zq dS

xq zq dS xq yq dS

       

   

  

   

  

 



  

M e e

e

e

e e

 

В настоящей работе будем полагать, что моменты 

внутренних сил, вызванные действием напряжений 

,y z  , равны нулю: 

  0, 0, 0.z y z y

S S S

y z ds x x ds           

В случае, когда поперечное сечение имеет вид такой 

же, как и на рис. 1, и нагрузки 
1 2 3 4, , ,q q q q  имеют вид  

1 1 3qq e , 
2 2 3qq e , 

3 3 1qq e , 
4 4 1qq e  

и приложены к верхней и нижней граням стержня 

(см. рис. 14), соотношения примут вид 

1

1 1

( )3

1 1

1 ( )

( ) ( )3 3

2 3

1 1( ) ( )

2

,

,

i i

i i

i i i i

i i i i

h b z

xi

i h b z

h b z h b z

yi zi

i ih b z h b z

dz dy

dz dy dz dy

dx



 

 

  

  

   



  

    

R e

e e

R q

 

1 1

( ) ( )3 3

1 2 3

1 1( ) ( )

,
i i i i

i i i i

h b z h b z

xi xi

i ih b z h b z

dz z dy dz y dy

 
  

       M e e  

1

1

( )(0)

2 2 1 1

(0) ( )

n n

n n

b hb

b b h

yq dy yq dy
 

 
   
 
 
 M e  

 

1

1

1

1

1

( ) (0)

1 2 2

( ) (0)

( ) ( ) (0)

3 2 3 4 3

( ) ( ) (0)

( )3

1

1 ( )

n n

n n

n n n n

n n n n

i i

i i

b h b

b h b

b h b h b

n

b h b h b

h b z

skz sky

i h b z

xq dy xq dy

h q dy yq dy yq dy

dz yq zq dy



 

  

 

 
   
 
 

 
    

 
 

  

 

  

  

e

e e
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 

 

1

1

( )3

2

1 ( )

( )3

3

1 ( )

.

i i

i i

i i

i i

h b z

skz skx

i h b z

h b z

sky skx

i h b z

dz xq zq dy

dz xq yq dy





 

 

  

 

  

  

e

e

 

Выражения примут более простой вид, если поло-

жить, что вектор ускорения свободного падения g  

направлен вдоль осей OX или OZ. Тогда получим, что 

составляющая вектора массовой силы 0skyq  . Если 

поперечные и продольные нагрузки симметричны отно-

сительно плоскости OXZ (функции 
1q , 

2q , 
3q , 

4q  явля-

ются четными функциями относительно переменной y), 

тогда будут отсутствовать крутящие моменты и проек-

ции изгибающих моментов на ось OZ внешних распре-

деленных сил, т.е. 

1

1

( )(0)

2 1

(0) ( )

0, 0,
n n

n n

b hb

b b h

yq dy yq dy
 

    

 
1

( )3

1 ( )

0,
i i

i i

h b z

skz sky

i h b z

dz yq zq dy


 

     

1

1

( ) (0)

3 4

( ) (0)

0, 0,
n n

n n

b h b

b h b

yq dy yq dy
 

    

 
1

( )3

1 ( )

0,
i i

i i

h b z

sky skx

i h b z

dz xq yq dy


 

     

и проекция главного вектора внешних сил на ось OY 

равна 0: 

1

( )3

1 ( )

0.
i i

i i

h b z

siy

i h b z

dz q dy


 

    

Также будут равны нулю проекции сил и моментов 

внутренних сил: 

1

( )3

1 ( )

0,
i i

i i

h b z

yi

i h b z

dz dy


 

     

1

( )3

1 ( )

0.
i i

i i

h b z

xi

i h b z

dz y dy


 

     

В этом случае имеем задачу продольно-поперечного 

изгиба стержня. 

Учитывая, что проекция главного вектора внутрен-

них сил 
1R  на ось OX есть продольное усилие N, на ось 

OZ есть перерезывающая сила 
zQ , а проекция главного 
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момента внутренних сил 
1M  на ось OY есть изгибаю-

щий момент 
yM , получим 

1 1 3 1 2, ,z yN Q M  R e e M e  

1 3 1 2 2, , ,x z y yq q M m   q e e M e m e  

где  
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Из условия равновесия отсеченной части 

1
1 1 2

d
dx

dx
   

R
R R R 0 , 

2 dxR q , 

1 1( ) ( )
d d

dx x dx dx x
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M R

M M e R e R 0 , 

откуда, отбросив члены второго порядка малости,  

получим: 

d

dx
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R
q 0 , 1

d

dx
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M
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    

Положим, что закон изменения нагрузок и форма 

сечения имеют вид 

1 11 12 2 21 22 3 31 32 4 41 42, , , ,q t t x q t t x q t t x q t t x         

1 01 2 02 3 03( ) , ( ) , ( )b z b b z b b z b    

и сила тяжести направлена вдоль оси стержня, тогда 

получим: 
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Координату z нейтральной линии можно опреде-

лить из соотношения 

0( ) ( ) 0.yx z x     

Результаты расчета стержня при N = 7, первый слой 

которого реализован из бетона марки B50, второй – 

B10, третий – B30, с параметрами 
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приведены на рис. 15, 16. 

 

а 

 

б 

Рис. 15. Изменение: а – величины перемещений; б – координаты 

нейтральной линии в сечении защемленного с обоих концов 

стержня 

Fig. 15. The change of a) the magnitude of displacements,  

b) the coordinates of the neutral line in the cross section  

                       of the rod clamped at both ends 

Как видно из рис. 16, а, деформация достигает пре-

дельного значения в середине стержня в третьем слое. 

Повысить несущую способность можно, заменив мате-

риал в третьем слое стержня на бетон марки B50 при 

тех же самых нагрузках. Решение, соответствующее 

данному случаю, изображено на рис. 17, 18. 

Показанные примеры иллюстрируют, что на спо-

собность многослойных стержней из тяжелых бетонов 

выдерживать приложенные нагрузки значительно вли-

яют способы закрепления стержней, форма поперечного 

сечения стержня, материал каждого слоя стержня. 
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а                                                      б 

Рис. 16. Изменение величины: а – максимальной; б – минимальной деформации в сечении защемленного с обоих концов стержня 

Fig. 16. The change in the value of a) maximum, b) minimum deformation in the cross section of the rod clamped at both ends 

 

     а        б 

Рис. 17. Изменение: а – величины перемещений; б – координаты нейтральной линии в сечении защемленного с обоих концов стержня 

Fig. 17. The change of a) the magnitude of the displacements, b) the coordinates of the neutral line in the cross section of the rod clamped 

at both ends 

 

а        б 

Рис. 18. Изменение величины: а – максимальной; б – минимальной деформации в сечении защемленного с обоих концов стержня 

Fig. 18. The change in the value of a) maximum, b) minimum deformation in the cross section of the rod clamped at both ends 
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