
Столбова О.С., Тихомирова К.А. Два метода расчета напряженно-деформированного состояния конструктивных элементов из 

сплавов с памятью формы с учетом различия свойств на растяжение и сжатие // Вестник Пермского национального 

исследовательского политехнического университета. Механика. 2020. № 1. С. 109-125. DOI: 10.15593/perm.mech/2020.1.09 

 

Stolbova O.S., Tikhomirova K.A. Two methods for calculating the stress-strain state of shape memory alloy constructions taking into 

account tension–compression asymmetry. PNRPU Mechanics Bulletin, 2020, no. 1, pp. 109-125. DOI: 10.15593/perm.mech/2020.1.09 

 

 

ВЕСТНИК ПНИПУ. МЕХАНИКА 

№ 1, 2020 

PNRPU MECHANICS BULLETIN 

http://vestnik.pstu.ru/mechanics/about/inf/ 
 

 

Эта статья доступна в соответствии с условиями лицензии Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International  

License (CC BY-NC 4.0) 

This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International License (CC BY-NC 4.0) 

DOI: 10.15593/perm.mech/2020.1.09 

УДК 539.3 

ДВА МЕТОДА РАСЧЕТА НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ 

КОНСТРУКТИВНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ИЗ СПЛАВОВ С ПАМЯТЬЮ ФОРМЫ  

С УЧЕТОМ РАЗЛИЧИЯ СВОЙСТВ НА РАСТЯЖЕНИЕ И СЖАТИЕ 

О.С. Столбова, К.А. Тихомирова   

Институт механики сплошных сред УрО РАН, Пермь, Россия 

О  СТАТЬЕ  
 

АННОТАЦИЯ 

Получена: 01 октября 2019 г. 

Принята: 03 февраля 2020 г. 

Опубликована: 30 марта 2020 г. 

 Исследование посвящено разработке двух методов расчета фазово-структурных де-
формаций конструктивных элементов из сплавов с памятью формы (СПФ), находящихся в 
условиях сложного напряженного состояния. Оба метода базируются на одномерной фе-
номенологической модели, основанной на взаимосвязи диаграмм прямого превращения и 
мартенситной неупругости, что позволяет единообразно описать деформации фазовых и 
структурных превращений, поскольку обе составляющие деформации связаны с образо-
ванием ориентированного мартенсита. В предыдущих работах была показана способность 
данной модели описывать ряд основных макромеханических эффектов, связанных с мар-
тенситными превращениями в СПФ. После обобщения этой модели на случай сложного 
напряженного состояния она может быть использована для решения прикладных задач. 
Первый способ такого обобщения, изложенный в настоящей статье, состоит в построении 
трехмерных определяющих соотношений на основе ранее разработанных одномерных, с 
добавлением некоторых упрощающих гипотез, и последующей численной реализации 
данных соотношений методом конечных элементов. Второй метод – конструкционный – 
применим для конструкций, напряженно-деформированное состояние которых описывает-
ся одним кинематическим и одним силовым параметром. Этот способ предполагает ис-
пользование конструкционных диаграмм прямого превращения и мартенситной неупруго-
сти, которые аналогичны соответствующим материальным диаграммам, но определяют 
зависимость фазово-структурной составляющей кинематического параметра от силового, 
а не фазово-структурной деформации от напряжения. Недостаток конструкционного мето-
да состоит в необходимости экспериментального определения конструкционных диаграмм, 
однако его преимуществом является существенная экономия вычислительных ресурсов. 
Кроме того, в статье приведено сравнение двух способов учета свойства разносопротив-
ляемости в СПФ, а также изложен вариант обобщения трехмерных определяющих соот-
ношений на случай конечных деформаций. 
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 Two methods for calculating the phase-structural deformations of shape memory alloy 
(SMA) structures under complex stress conditions are considered. They both are based on the 
one-dimensional phenomenological model, which is built upon the relationship between the direct 
transformation and martensitic inelasticity diagrams, which makes it possible to uniformly de-
scribe strains in the phase and structural transformations, since both of the strain components 
are associated with the formation of oriented martensite. The ability of the model to describe a 
number of basic macromechanical effects caused by martensitic transformations in SMA was 
shown in our previous work. After the generalization to the case of a complex stress state it can 
successfully be used for solving certain engineering problems. The generalization of the model 
can be accomplished in two ways. The first method involves the construction of three-
dimensional constitutive relations, proceeding from the previously developed one-dimensional 
relations and some simplifying hypotheses, and the numerical implementation of these relations 
by the finite element method. The second is the structural method, applicable to structures, in 
which the stress-strain state is described by one kinematic and one force parameter. This method 
suggests the use of structural diagrams of direct transformation and martensitic inelasticity, which 
are similar to the corresponding material diagrams, but establish the dependence of the phase-
structural component of the kinematic parameter on the force parameter (not the dependence of 
phase-structural strains on the stress). Although the structural method is associated with the 
necessity to experimentally determine the structural diagrams, it has the advantage of significant-
ly reducing the computational costs. Additionally, the article presents a comparison of two meth-
ods for describing the tension–compression asymmetry, and also develops a method taking finite 
deformations into account. 
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Введение 

 

Сплавы с памятью формы (СПФ) широко исполь-

зуются в промышленности для изготовления конструк-

тивных элементов различного назначения, а биосовме-

стимость некоторых из них позволяет применять их в 

медицине в качестве имплантов [1–3]. Несмотря на 

большое количество имеющихся математических моде-

лей для этих сплавов, как микроструктурных, так и 

макрофеноменологических (см. обзоры [3, 4], а также 

работы [5–8] и литературу к ним), вопрос разработки 

методов расчета напряженно-деформированного состо-

яния (НДС) конструкций из СПФ остается актуальным. 

Это связано с тем, что применение большинства моде-

лей к решению прикладных задач затруднено либо 

сложностью их численной реализации и эксперимен-

тальной идентификации параметров, либо их недоста-

точной описательной способностью.  

В работе [9] была предложена одномерная феноме-

нологическая модель, способная описать ряд основных 

макромеханических эффектов, связанных с мартенсит-

ными превращениями в СПФ: эффекты монотонной и 

реверсивной памяти формы, перекрестного упрочнения, 

мартенситной неупругости, сверхупругости, а также 

явления, связанные с неоднородным фазовым деформи-

рованием. Вместе с тем модель обладает сравнительной 

простотой реализации и возможностью определения 

материальных констант из стандартных макромехани-

ческих экспериментов, в связи с чем после обобщения 

на случай сложного напряженного состояния модель 

могла бы успешно применяться для решения прикладных 

задач. В настоящей работе предложены основанные на 

этой модели два расчетных метода, позволяющие опре-

делять НДС конструктивных элементов из СПФ: первый 

связан с обобщением одномерных определяющих соот-

ношений работы [9] на трехмерный случай и последую-

щей их реализацией методом конечных элементов, вто-

рой – конструкционный – предполагает перенесение 

идеологии одномерной модели на расчет конструкций, 

НДС которых может быть охарактеризовано одним ки-

нематическим и одним силовым параметром.  

При изготовлении деталей из СПФ в материале воз-

никают внутренние ориентированные микронапряже-

ния, изменяется текстура и размер зерна, что оказывает 

существенное влияние на параметры фазовых и струк-

турных превращений. Поэтому материальные функции, 

полученные на стандартных образцах из СПФ, часто 

оказываются неприменимы для расчета деталей, изго-

товленных из того же материала. Для решения этой 

проблемы в [10] было предложено экспериментально 
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определять необходимые для расчета материальные 

параметры непосредственно на детали, реализуя схему 

нагружения, воспроизводящую условия ее последую-

щей эксплуатации. Развиваемый в настоящей работе 

конструкционный метод, основанный на одномерной 

модели [9], также требует экспериментального опреде-

ления материальных функций на готовой детали, анало-

гично [10]. 

Предлагаемый конструкционный метод можно от-

нести к методам строительной механики. Как правило, 

такие методы более охотно используются инженерами 

для расчета конструкций, чем подходы механики 

сплошной среды, так как они не требуют серьезных за-

трат вычислительных ресурсов и позволяют быстро 

выполнить расчет, зачастую, однако, в ущерб его точ-

ности. Среди таких методов, разработанных для кон-

струкций из сплавов с памятью формы, можно отметить 

описанные в литературе модель пространственного 

стержня [11], способ расчета изгиба балки [12], а также 

инженерный подход [10], основанный на анализе экспе-

риментальных термомеханических диаграмм образцов 

из СПФ – зависимостей максимального реактивного 

напряжения, развиваемого при нагреве образцов с фик-

сированной деформацией недовосстановления, от вели-

чины этой деформации. 

Из экспериментальных данных [13, 14] известно, 

что материальные константы, характеризующие накоп-

ление фазово-структурной деформации при растяжении 

и сжатии, значительно различаются (свойство разносо-

противляемости), и непринятие во внимание этого 

свойства приводит к существенным неточностям расче-

та. Однако среди моделей, реализующих макро-

феноменологический подход, сравнительно немногие 

учитывают это свойство: в [15, 16] вводится зависи-

мость материальных констант от параметра вида 

напряженного состояния, в [12, 17] это свойство рас-

сматривается при решении задач об изгибе балки. В 

данной статье предложен способ учета разносопротив-

ляемости путем перехода к главным значениям тензора 

напряжений, обычно используемый в разномодульной 

теории упругости [18]. 

Поскольку обратимые деформации, развиваемые в 

процессе фазовых и структурных превращений в СПФ, 

достаточно большие по величине (до 6 % в никелиде 

титана), то во многих задачах возникает необходимость 

учета конечных деформаций при расчете. В работах 

[19–23] представлены соотношения, описывающие 

прямой и обратный фазовый переход в рамках конеч-

ных деформаций, а также приведены результаты чис-

ленного решения краевых задач методом конечных 

элементов. В [20, 23] показана необходимость исполь-

зования соотношений, записанных в рамках конечных 

деформаций, для задач, в которых требуется учет квад-

ратичного слагаемого в тензоре деформаций (изгиб 

балки, кручение цилиндрического образца). 

Целью настоящей работы является формулировка и 

апробация двух методов расчета конструктивных эле-

ментов из СПФ и сопоставление их с имеющимися в 

литературе. Выполняется исследование существенности 

влияния ряда факторов – структурного деформирова-

ния, свойства разносопротивляемости, зависимости ха-

рактерных температур превращений от действия 

напряжения, а также учета конечных деформаций – на 

результаты расчета. Апробация моделей производится 

на примере расчета кольцевого силового элемента из 

СПФ, используемого в малогабаритных прессах [24]. 

 

1. Феноменологическая модель фазовых  

и структурных деформаций в сплавах  

с памятью формы 

 

1.1. Основные понятия 

 

Для описания термомеханического поведения СПФ 

обычно используется параметр q , соответствующий 

объемной доле мартенситной фазы в представительном 

объеме материала и изменяющийся от 0 до 1 при фазо-

вом превращении. Мартенситный элемент – это сово-

купность равномерно распределенных по объему мате-

риала кристаллических ячеек мартенситной фазы, обра-

зование которых в ходе прямого фазового превращения 

происходит одновременно и сообщает элементарное 

приращение dq  объемной доле мартенсита. Прямым 

фазовым превращением называется образование низко-

симметричной мартенситной фазы из высокосиммет-

ричной аустенитной при охлаждении и/или действии 

напряжения, структурным превращением – процесс пе-

реориентации ячеек мартенсита в результате возраста-

ния или изменения направления нагрузки (может про-

исходить при постоянной температуре). Деформация, 

возникающая в образце в результате фазового и струк-

турного превращений, определяется степенью ориенти-

рованности кристаллических ячеек в мартенситных 

элементах по направлению, соответствующему 

наибольшему главному значению девиатора действую-

щих при переходе напряжений, и называется фазово-

структурной. В процессе нагрева при обратном фазовом 

превращении из мартенситной фазы вновь образуется 

аустенитная и происходит снятие фазово-структурной 

деформации, обусловленной наличием в материале ори-

ентированного мартенсита. При этом вводится гипоте-

за, используемая во многих моделях и имеющая экспе-

риментальное подтверждение [25]: мартенситные эле-

менты при обратном фазовом переходе исчезают в 

порядке, противоположном порядку их возникновения. 

 

1.2. Описание модели для одномерного случая 
 

Используемая в данной работе феноменологическая 

модель для одномерного случая изложена в статье [9]. 

В основе модели лежат две материальные функции: 

диаграммы прямого превращения 
1F  и мартенситной 

неупругости 
2F  [26]. Первая из них описывает зависи-
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мость фазово-структурной деформации полного прямо-

го превращения, накапливаемой после охлаждения под 

постоянным напряжением, от величины этого напряже-

ния, вторая – зависимость фазово-структурной дефор-

мации от напряжения при изотермическом деформиро-

вании неориентированного мартенсита. 

Основное соотношение модели в одномерном слу-

чае имеет вид 

   
0

*

phst 1 0

0

.

q

VF q dq q      (1) 

Здесь 
0q  – текущая доля мартенситной фазы, 

phst  – 

фазово-структурная деформация;  * q  – управляющее 

напряжение – напряжение, действующее в момент об-

разования мартенситного элемента dq ; 
V  – осевая 

компонента шаровой части тензора фазово-структурной 

деформации, которая не зависит от напряжения и может 

считаться константой материала. Отсчет истории де-

формирования в (1) должен начинаться от полностью 

аустенитного состояния  0q  . 

Учет деформации структурного превращения при 

сохранении направления нагрузки осуществляется сле-

дующим образом: если в процессе деформирования те-

кущее напряжение   в материале превысит предел 

структурного превращения какого-либо мартенситного 

элемента, равный    1 *

st 2 1F F q   , то управляю-

щее напряжение для значения q , соответствующего 

данному элементу, принимает новое значение 

    * 1

1 2q F F   : 

 если   1 *

2 1F F   , то     * 1

1 2' q F F   . (2) 

Штрихом здесь обозначено новое значение управ-

ляющего напряжения после переориентации мартен-

ситного элемента. Индексом «–1» здесь и далее обозна-

чается обратная функция. После структурного превра-

щения интеграл (1) необходимо пересчитать. Условие 

структурного превращения при изменении знака 

нагрузки здесь рассматриваться не будет. 

При обратном превращении, когда интеграл в соот-

ношении (1) получает отрицательное приращение, 

функция управляющего напряжения при вычислении 

деформации «воспроизводится» в обратной последова-

тельности. Тем самым подтверждается гипотеза об об-

ратном порядке исчезновения мартенситных элементов. 

Необходимо отметить, что для процесса прямого 

превращения без учета структурной деформации данная 

модель эквивалентна феноменологической модели, 

описанной в работах [26, 27]. Дифференциальное урав-

нение этой модели 

         11 , 0ph V phd q q F q dq dq             (3) 

для фазовой деформации 
ph  является аналогом инте-

грального соотношения (1) в случае, если материальная 

функция  q , определяющая соотношение между 

процессами зарождения и развития мартенситных эле-

ментов при прямом фазовом переходе, принимается 

равной нулю. 

 

1.3. Обобщение модели на случай  

сложного напряженного состояния 

 

Экспериментальные данные работы [28] свидетель-

ствуют, что теоретическое представление о взаимосвязи 

диаграмм 
1F  и 

2F , лежащее в основе изложенной в 

подразд. 1.2 модели, справедливо не только при растя-

жении, но и при сжатии. Однако для фазово-

структурных деформаций в СПФ характерна разносо-

противляемость, заключающаяся в том, что диаграммы 

прямого превращения и мартенситной неупругости для 

растяжения и сжатия существенно различаются [13, 14]. 

Так, при сжатии большим по абсолютной величине 

напряжениям соответствуют меньшие значения фазово-

структурной деформации, чем при растяжении, тогда 

как формы диаграмм аналогичны. Причина этого, как 

указывается в [16], состоит в существенном различии 

по модулю линейных деформаций кристаллической 

решетки в разных направлениях при переходе аусте-

нитной фазы в мартенсит. В связи с этим в [29] было 

предложено получать материальные функции для сжа-

тия путем масштабирования соответствующих функций 

для растяжения по осям напряжения и деформации; 

этот способ будет использоваться и в настоящей работе. 

Коэффициенты масштабирования по напряжению k  и 

деформации k  были определены в [29] на основании 

экспериментальных данных [13]:  

 2,k



 


 


 0,6.k



 


 


 (4) 

Здесь и далее верхними индексами «+» и «–» обознача-

ются величины, относящиеся к растяжению и сжатию 

соответственно. Следует отметить, что способ масшта-

бирования является достаточно приближенным и не 

позволяет учесть качественное различие диаграмм; бо-

лее предпочтительным является независимое экспери-

ментальное определение материальных функций на 

растяжение и сжатие. 

При обобщении определяющего соотношения (1) на 

трехмерный случай объемная доля мартенсита q  и объ-

емная деформация фазового превращения 
V  остаются 

скалярами, функция управляющего напряжения  *σ q  

становится тензорной функцией скалярного аргумента 

 * qσ , фазово-структурная деформация также стано-

вится тензорной величиной 
phstε . В общем случае и ма-

териальная функция 
1F  преобразуется в тензорную 

функцию 
1F . Из экспериментальных данных известно, 

что при гидростатическом нагружении возникает толь-
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ко шаровая часть тензора фазово-структурной дефор-

мации, которая не зависит от величины действующего 

напряжения. На основании этого делается предположе-

ние о том, что на величину фазово-структурной дефор-

мации оказывает влияние только девиаторная состав-

ляющая тензора напряжения. Поэтому при обобщении 

модели на трехмерный случай аргументом функции 
1F  

служит девиатор тензора управляющего напряжения 

 * qS . Тогда соотношение (1) в общем виде можно за-

писать как 

   
0

*

phst 1 0

0

,

q

Vq dq q  ε F S g  (5) 

где g  – единичный тензор. Первое слагаемое является 

девиаторной частью тензора 
phstε , второе – шаровой; 

шаровая составляющая тензора управляющего напря-

жения в расчете фазово-структурной деформации не 

участвует. 

Однако мы будем пользоваться упрощающим под-

ходом, позволяющим и в трехмерной модели ограничи-

ваться скалярными материальными функциями 
1F  и 

1F , не вводя в рассмотрение тензорную функцию 
1F . 

Один из способов определения НДС материала в разно-

модульной теории упругости состоит в том, что в ис-

следуемой области переходят к главным осям тензора 

напряжений и для главных значений этого тензора в 

зависимости от их знака используют модуль упругости 

на растяжение или на сжатие [18]. В данной работе 

применяется аналогичный подход: определяются глав-

ные значения и главные направления девиатора тензора 

управляющего напряжения *

iiS , для них вычисляются 

главные значения тензора фазово-структурной дефор-

мации 
phst_ii  с помощью соотношения (1), которое 

трансформируется в следующее выражение: 

   
0

*

phst_ii 1 0

0

,

q

ii VF S q dq q     (6) 

где функция 
1F  в зависимости от знака главного напря-

жения является диаграммой прямого превращения на 

растяжение или на сжатие (
1F  или 

1F ), а затем для 

тензора фазово-структурной деформации выполняется 

переход к исходной системе координат.  

Если в процессе деформирования главные оси тен-

зора управляющего напряжения поворачиваются, то 

интеграл в (6) необходимо разбить на участки интегри-

рования, на которых тензор управляющего напряжения 

сохраняет главные направления, а затем каждое слагае-

мое привести к исходной системе координат и просум-

мировать. Если изменение главных направлений проис-

ходит непрерывно, то суммарную фазово-структурную 

деформацию в (6) можно определить численно путем 

дискретизации переменной интегрирования q , полагая, 

что на элементарном приращении dq  главные направ-

ления тензора управляющего напряжения не меняются. 

В качестве функции, аппроксимирующей 
1F , будем 

использовать экспоненциальную зависимость [27]: 

     * * max

1 0 phst1 exp / .ii iiF S S S e    (7) 

Здесь 
0S  и max

phste  – константы материала, различные для 

растяжения и сжатия. Для случая растяжения эти кон-

станты были определены экспериментально в [30] на 

образцах из проволоки из равноатомного никелида ти-

тана и составили 
0S   100 МПа и max

phste   = 4,7 %. С уче-

том коэффициентов масштабирования (4) можно вы-

числить аналогичные параметры на сжатие: 

0 0 200S k S 

   МПа, max max

phst phst 2,8%.e k e 

    В случае 

анизотропии материала с точки зрения деформации фа-

зового перехода, которая может быть вызвана наличием 

текстуры и полей внутренних ориентированных напря-

жений в изделии, константы 
0S  , 

0S   и max

phste  , max

phste   мо-

гут различаться для разных направлений, однако в дан-

ной работе такой случай рассматриваться не будет. 

Для модели (3) в случае равенства нулю функции 

 q  трехмерный вариант определяющих соотноше-

ний, описанный в [31], имеет вид 

 
 1

ph

3
, 0.

2

i

V

i

F
d dq dq dq


   


ε S g  (8) 

Для обратного фазового перехода в [31] предлагает-

ся следующее соотношение: 

 
ph

ph , 0.
q

d dq dq 
ε

ε  (9) 

В соотношении (8) используется другой способ уче-

та разносопротивляемости, не требующий перехода 

к главным осям тензора напряжений. Вводится пара-

метр вида напряженного состояния 
 

 
3

3

27

2
i

I
 



S
 [32], 

где  3I S  – третий инвариант девиатора тензора напря-

жений. Параметр 
  изменяется в пределах от –1 до +1 

и принимает значения +1 для одноосного растяжения, –

1 для одноосного сжатия и 0 для чистого сдвига. В за-

висимости от этого параметра выбираются материаль-

ные константы 
0  и max

phste  для функции  1 iF  , 

в настоящей работе принята линейная зависимость: 

 

0 0 0 0

0

max max max max

phst phst phst phstmax

phst

;
2 2

.
2 2

e e e e
e

   



   



   
   

 
  

 (10) 
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При этом поскольку аргументом функции  1 iF   

является интенсивность напряжений, а не компонента 

девиатора тензора напряжения, то в аппроксимирую-

щем выражении (7) вместо констант 
0S   и 

0S   исполь-

зуются параметры 0 0

3
150

2
S     МПа и 

0 0

3
300

2
S     МПа. 

При построении трехмерных определяющих соот-

ношений для фазово-структурных деформаций в СПФ 

особого внимания требует вопрос учета структурного 

превращения, так как в общем случае оно может быть 

вызвано не только возрастанием нагрузки по абсолют-

ной величине, но и поворотом главных осей тензора 

напряжения и сменой знака главных напряжений. Для 

корректного учета структурной деформации необходи-

мо, во-первых, сформулировать критерий структурного 

превращения в мартенситном элементе, а во-вторых, 

установить, какое новое значение примет тензор управ-

ляющего напряжения в данном мартенситном элементе 

в случае достижения критерия. Это требует дополни-

тельного экспериментального и теоретического иссле-

дования процессов структурного превращения в СПФ 

при различных вариантах нагружения. В данной работе 

мы ограничимся частным случаем режима нагружения, 

характерным для процесса эксплуатации многих кон-

структивных элементов из СПФ: будем полагать, что 

изменение направления нагрузки несущественно и не 

может вызвать структурное превращение. Кроме того, 

для простоты будем рассматривать случай тождествен-

ного равенства диаграмм прямого превращения и мар-

тенситной неупругости: 

 
1 2 1 2, ,F F F F      (11) 

что справедливо, в частности, для никелида титана при 

осуществлении структурного деформирования вблизи 

температуры начала прямого превращения [33]. Тогда 

введем следующее условие структурного превращения, 

сходное с условием (2) в одномерном случае: если ин-

тенсивность текущего напряжения 
i  превышает ин-

тенсивность управляющего напряжения *

i  в мартен-

ситном элементе, то девиатор тензора управляющего 

напряжения данного элемента становится равным деви-

атору тензора текущего напряжения: 

 если  * ,i iq   то  * ' .q S S  (12) 

Здесь *

i  и 
i  – интенсивности управляющего и теку-

щего напряжений;  * ' qS  – новое значение девиатора 

управляющего напряжения в точке q ; S  – девиатор 

текущего напряжения. Также можно предложить аль-

тернативный вариант, в котором в качестве критерия 

структурного превращения выступает не интенсивность 

напряжения, а максимальное касательное напряжение 

1 3

max
2

 
   (

1  и 
3  – главные значения соответ-

ствующих тензоров напряжений): 

 если  *

max max ,q    то  * ' .q S S  (13) 

 

1.4. Уравнения, замыкающие модель 

 

Изложенная выше модель, отражающая связь фазо-

во-структурной деформации с действующими в матери-

але напряжениями, может быть интегрирована стан-

дартным образом в любую систему уравнений, состав-

ляющих математическую постановку задачи на 

определение НДС конструкции. В данном разделе пред-

ставлены соотношения, которые используются в насто-

ящей работе для замыкания математической модели.  

При осуществлении расчета в рамках малых дефор-

маций полная деформация системы определяется сум-

мированием упругой 
eε , фазово-структурной 

phstε  

и температурной 
Tε  составляющих: 

 
phst .e T  ε ε ε ε  (14) 

При необходимости к сумме в (14) добавляется 

также пластическая составляющая деформации, но 

в данной работе она не учитывается. Упругая деформа-

ция вычисляется по закону Гука, причем модули упру-

гости аустенитной 
AE  и мартенситной 

ME  фаз различ-

ны, а коэффициент Пуассона   считается одинаковым, 

что справедливо для никелида титана. При этом зави-

симость модуля упругости от объемной доли мартенси-

та определяется по правилу смеси: 

  
 

.
1

A M

A M

E E
E q

q E q E




   
 (15) 

Коэффициент линейного температурного расшире-

ния, также имеющий различные значения для аустенит-

ной и мартенситной фаз (
A  и 

M ), определяется ана-

логично: 

  
 

,
1

A M

A M

q
q q

 
 

   
 (16) 

при этом температурная деформация вычисляется как 

    0 ,T q T T  ε g  (17) 

где T  и 
0T  – текущая и начальная температуры. 

Для описания зависимости объемной доли мартен-

сита от температуры будем использовать следующую 

аппроксимацию [34]: 

  
0, 0,

1 cos / 2, 0 1,

1, 1;

q
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*

* *, , ,s

f s

s f

M T
M T M A M

M M


    


 (18) 

 
*

* *1 , , .s

s f

f s

A T
A T A M A

A A


     


 

Температуры 
sM , 

fM , 
sA , 

fA  соответствуют нача-

лу и окончанию прямого и обратного превращений при 

отсутствии нагрузки; звездочкой отмечены температу-

ры границ переходных интервалов с учетом их сдвига 

от действия напряжений. В предположении, что ширина 

температурных интервалов при осуществлении фазово-

го перехода под действием постоянной нагрузки остает-

ся неизменной, величина сдвига равна сдвигу их сред-

них температур 
cT , который определяется с помощью 

обобщенного уравнения Клаузиуса – Клапейрона [35]. 

Предполагая, что выделяемая (поглощаемая) при пере-

ходе теплота не зависит от величины действующего 

напряжения, обобщенное уравнение Клаузиуса – Кла-

пейрона можно представить в виде [9] 

 
0 phst .c cT T k     σ ε  (19) 

Здесь 
0cT  – средняя температура интервала фазового 

перехода (прямого или обратного) в отсутствие напря-

жений; σ  – действующее при переходе напряжение; 

phst
  ε  – изменение фазово-структурной деформации;  

k  – константа материала, имеющая положительное 

значение для прямого фазового перехода и отрицатель-

ное для обратного. Двумя точками обозначена операция 

двойного скалярного произведения тензоров.  

Соотношения (18)–(19) для вычисления объемной 

доли мартенсита необходимо дополнить условиями пря-

мого и обратного фазовых превращений, исключающими 

исчезновение мартенситных элементов в процессе пря-

мого превращения и их возникновение в процессе обрат-

ного. Прямое превращение происходит в случае, когда, 

во-первых, текущее значение температуры T  оказывает-

ся ниже *

sM , а во-вторых, значение доли мартенситной 

фазы q , вычисленное согласно (18)–(19) для изменив-

шихся термосиловых условий, превышает величину 
0q  

до изменения температуры и нагрузки: 

 
 

 

*

phst

phst 0

, ;

, , .

sT M

q T q

    


    

σ ε

σ ε
 (20) 

Аналогично обратный фазовый переход реализует-

ся, когда текущая температура превышает *

sA , а вычис-

ленное значение q  оказывается меньше 
0q : 

 
 

 

*

phst

phst 0

, ;

, , .

sT A

q T q

    


    

σ ε

σ ε
 (21) 

Говоря о термодинамическом замыкании математи-

ческой модели, также требовалось бы записать связное 

уравнение энергетического баланса, учитывающее вы-

деление (поглощение) латентного тепла при фазовых 

переходах. Но поскольку в настоящей работе рассматри-

вается конструкция небольшой толщины, для которой 

предполагается, что вся выделяемая теплота успевает 

рассеиваться, а температурное поле однородно и опреде-

ляется температурой окружающей среды, то уравнение 

энергетического баланса здесь не приводится. 

 

2. Конструкционный метод расчета  

фазово-структурной деформации 

 

Помимо построения трехмерных определяющих со-

отношений (5), для решения ряда прикладных задач 

можно предложить еще один – конструкционный – ме-

тод, также основанный на модели (1), но не требующий 

введения тензорных выражений. Для задач, в которых 

НДС конструкции может быть описано только одним 

кинематическим и одним силовым параметром (напри-

мер, прогиб балки в зависимости от приложенной со-

средоточенной силы, изменение диаметра трубы в зави-

симости от действующего внутреннего давления и т.д.), 

вводятся понятия конструкционных диаграмм прямого 

превращения и мартенситной неупругости к

1F  и к

2F , в 

качестве которых выбираются зависимости фазово-

структурной составляющей кинематического параметра 

от соответствующего силового (зависимость фазово-

структурной составляющей прогиба от усилия, измене-

ния диаметра от давления и т.д.). Так, в задаче об изгибе 

балки, нагруженной сосредоточенной силой, для экспе-

риментального построения конструкционной диаграм-

мы прямого превращения требуется провести ряд экс-

периментов по охлаждению балки через температурный 

интервал прямого превращения под действием посто-

янной силы, измеряя величину прогиба после упругой 

разгрузки при конечной температуре. После выполне-

ния нескольких экспериментов при различных значени-

ях силы по полученным точкам строится аппроксими-

рующая диаграмма 
1

кF , которая представляет собой 

зависимость фазово-структурной составляющей проги-

ба от действующего при прямом переходе усилия. 

В свою очередь, конструкционная диаграмма мартен-

ситной неупругости к

2F  строится как зависимость про-

гиба от приложенной силы при изотермическом нагру-

жении балки, находящейся в состоянии неориентиро-

ванного (хаотического) мартенсита, за вычетом упругой 

составляющей прогиба. 

Аналогично соотношению (14), в настоящем подхо-

де предполагается, что полное значение кинематическо-

го параметра w  складывается из упругой 
ew , фазово-

структурной 
phstw  и температурной 

Tw  составляющих: 

 
phst .e Tw w w w    (22) 
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При этом задача нахождения фазово-структурной 

составляющей кинематического параметра остается 

одномерной, тогда как его упругая составляющая может 

быть найдена любым доступным способом: методами 

сопротивления материалов, методом конечных элемен-

тов и др. Температурная составляющая кинематическо-

го параметра также находится независимо, с учетом 

соотношений (16)–(17). 

Одномерное определяющее соотношение (1) в кон-

струкционном подходе трансформируется в следующее 

выражение для нахождения фазово-структурной со-

ставляющей кинематического параметра: 

   
0

к *

phst 1

0

.

q

w F P q dq   (23) 

Здесь  *P q  – функция управляющего силового пара-

метра. Аналогично  * q , она содержит значения си-

лового параметра, действующего в момент возникнове-

ния каждого мартенситного элемента. Деформация 

структурного превращения учитывается по аналогии 

с (2): если текущее значение силового параметра превы-

сит предел структурного превращения какого-либо мар-

тенситного элемента, равный      
1

к к *

2 1stP F F P q


 , 

то управляющий силовой параметр для значения q , 

соответствующего данному элементу, принимает новое 

значение       
1

* к к

1 2P q F F P


 : 

если      
1

к к *

2 1P F F P q


 ,  

 то       
1

* к к

1 2'P q F F P


 .  (24) 

Штрихом обозначено новое значение управляюще-

го силового параметра после переориентации мартен-

ситного элемента. Заметим, что условие (24) соответ-

ствует типу нагружения, при котором силовой параметр 

сохраняет знак. Случай знакопеременного нагружения 

здесь рассматриваться не будет. 

Под мартенситным элементом здесь, как и прежде, 

понимается совокупность кристаллических ячеек мар-

тенситной фазы, зародившихся одновременно и сооб-

щивших элементарное приращение dq  интегралу (23), 

однако распределенных равномерно не по представи-

тельному объему, как предполагалось ранее, а по всей 

конструкции. В этом состоит существенный недостаток 

конструкционного метода: во-первых, объемная доля 

мартенсита q  должна быть одинакова для всей кон-

струкции, что может быть обеспечено только за счет ее 

равномерного прогрева при осуществлении мартенсит-

ных превращений; во-вторых, невозможно учесть влия-

ние напряжений на сдвиг характерных температур пре-

вращений, описываемое соотношением (19), поскольку 

тензоры напряжений и деформаций в конструкционном 

подходе не вычисляются. Несмотря на это, данный под-

ход может успешно применяться для конструкций не-

большой толщины, для которых возможно обеспечить 

равномерный прогрев, для задач с невысоким уровнем 

напряжений, не оказывающих существенного влияния 

на сдвиг характерных температур превращений, а также 

для расчета НДС конструкций из СПФ в изотермиче-

ских условиях нагружения. 

Еще один существенный недостаток конструкцион-

ного метода состоит в необходимости эксперименталь-

ного исследования готовой детали, а не образцов стан-

дартной формы из материала, предназначенного для ее 

изготовления. С другой стороны, проведение измерений 

непосредственно на детали позволяет учесть ряд факто-

ров, которые могут быть упущены при использовании 

результатов испытаний стандартных образцов: влияние 

текстуры материала, особенностей химического соста-

ва, методов обработки поверхности, наличие внутрен-

них ориентированных микронапряжений и т.д. Кроме 

того, конструкционный метод при сохранении точности 

расчета существенно экономит вычислительные ресур-

сы. Однако поскольку в данном методе применяется 

суммирование кинематических величин, то он может 

быть использован только в рамках малых деформаций. 
 

3. Особенности численной реализации  

расчетных методов  
 

Выше были изложены два подхода к расчету НДС 

конструкций из сплавов с памятью формы, основанные 

на одномерной модели [9]. Для реализации первого из 

них, включающего трехмерные определяющие соотно-

шения (6), (12), (13), в данной работе используется ме-

тод конечных элементов. Поскольку в рассматриваемой 

в разделе 5 задаче реализуется плоское напряженное 

состояние, для ее решения выбран плоский треуголь-

ный симплекс-элемент с линейной аппроксимацией пе-

ремещений. При этом деформация, напряжение и доля 

мартенситной фазы внутри конечного элемента посто-

янны. Предполагается, что температура во всей кон-

струкции одинакова, поэтому неоднородность фазового 

состояния (различные значения доли мартенсита в раз-

ных конечных элементах) может быть вызвана только 

неоднородностью напряжений, однако в конструкцион-

ном методе эта неоднородность не учитывается. 

Оба подхода оперируют понятием мартенситного 

элемента, который в дискретной постановке эквивален-

тен приращению объемной доли мартенсита на конеч-

ную величину 
1

Δq
n

  ( n  – число разбиений интервала 

[0–1], в котором изменяются значения q ). При этом 

шаг Δq  рекомендуется выбирать достаточно мелким – 

так, чтобы на каждом шаге нагружения превращалось 

конечное, округляемое до целых число мартенситных 

элементов. Под шагом нагружения здесь понимается 

шаг по температуре или внешней нагрузке. Каждому 

мартенситному элементу соответствует управляющая 
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силовая характеристика, которая, согласно соотноше-

ниям (6) и (23), определяет величину фазово-

структурной деформации. В трехмерных определяющих 

соотношениях это девиатор тензора управляющего 

напряжения, в конструкционном методе – одномерный 

управляющий силовой параметр. Данные характеристи-

ки на протяжении всего расчета хранятся в памяти в 

виде числового массива, в первом случае для плоского 

напряженного состояния имеющего размерность 3*n 

(значения *

11S , *

12S  и *

22S  девиатора управляющего 

напряжения в каждом маренситном элементе) для каж-

дого конечного элемента, во втором – 1*n (значения 

управляющего силового параметра в каждом маренсит-

ном элементе) для всей конструкции. Таким образом, 

размер сохраняемого в памяти массива, содержащего 

данные об управляющих параметрах, для плоской зада-

чи в первом методе в 3*N раз больше, чем во втором  

(N – число конечных элементов). 

Для организации вычислительного алгоритма вво-

дится сетка по параметру процесса нагружения – тем-

пературе и/или внешней нагрузке, при этом отсчет ис-

тории деформирования должен начинаться от полно-

стью аустенитного состояния (начальная температура 

выше 
sM , мартенситных элементов нет, 0q  ). При 

выполнении условия прямого превращения (20) на те-

кущем шаге нагружения появляются мартенситные 

элементы количеством 0

Δ

q q
m

q


  (

0q  – объемная доля 

мартенсита на предыдущем шаге нагружения), и запол-

няется m  ячеек числового массива управляющих сило-

вых характеристик. Если в процессе последующего де-

формирования оказывается превышенным предел 

структурного превращения какого-либо мартенситного 

элемента, также определяемый управляющей силовой 

характеристикой (условия (12) или (13) для первого 

метода и (24) для второго), то соответствующее этому 

мартенситному элементу значение в числовом массиве 

заменяется на новое, вычисляемое по соотношениям 

(12) или (13) и (24). При этом интегралы (6) и (23) пере-

считываются заново. При выполнении условия обратно-

го превращения (21) исчезает 0

Δ

q q
m

q


  мартенситных 

элементов, и из числового массива управляющих сило-

вых характеристик удаляется m  последних значений. 

При реализации метода конечных элементов 

напряжения, действующие на текущем шаге нагруже-

ния, являются неизвестными. Однако от них зависит, 

во-первых, значение тензора управляющего напряжения 

вновь образующихся мартенситных элементов, во-

вторых, величина текущей доли мартенситной фазы, и 

в-третьих, они определяют модернизацию числового 

массива управляющих силовых характеристик при 

структурном превращении, что существенно для вы-

числения фазово-структурных деформаций. Для реше-

ния этой проблемы на каждом шаге нагружения реали-

зуется итерационная процедура, в которой фазово-

структурные деформации в начальном приближении 

вычисляются по напряжениям с предыдущего шага 

нагружения. Критерием завершения итерационной про-

цедуры может служить, например, разность перемеще-

ний в какой-либо точке конструкции, вычисленная на 

текущей и предыдущей итерациях.  

 

4. Учет конечных деформаций 

 

В данном разделе приводится способ обобщения на 

случай конечных деформаций определяющих соотно-

шений (8), (9) модели [31], которые для прямого фазо-

вого перехода без структурного превращения являются 

аналогом соотношения (6). При этом структурная де-

формация не учитывается, и объемной составляющей 

фазовой деформации пренебрегается. Весь процесс де-

формирования (переход от начальной конфигурации в 

текущую) представляется в виде последовательного 

перехода между промежуточными конфигурациями, 

близкими друг к другу ([35]). Приращение полной де-

формации на каждом шаге определяется суммировани-

ем приращения упругой 
edE , фазовой 

phdE  и темпера-

турной 
TdE  составляющих (см. [23] и [35]): 

 
ph ,e Td = d +d +dE E E E  (25) 

откуда 
ph .e Td d d d  E E E E  При этом E , 

eE , 
phE  и 

TE  – тензоры деформации Коши – Грина [36], 

* d E E E , 
*E  – деформация, полученная на преды-

дущем расчетном шаге (в некоторой промежуточной 

конфигурации, близкой к текущей). 

Соотношения для приращения фазовой деформации 

для прямого и обратного превращений имеют вид: 

 

 1

ph

ph

ph

3
, 0;

2

, 0,

i

i

F
d dq dq

d dq dq
q


 



 

E S

E
E

 (26) 

где S  – девиатор второго (симметричного) тензора 

напряжений Пиола – Кирхгофа 
II.P  Свойство разносо-

противляемости здесь учитывается с помощью пара-

метра вида напряженного состояния 
 , от которого 

зависят материальные константы (10). 

Приращение температурной деформации при изме-

нении температуры на величину 
0dT T T   зададим, 

обобщая соотношение (17) на случай конечных дефор-

маций (см. [23] и [35]): 

   ,Td q dTE C  (27) 

где C  – мера деформации Коши – Грина, dT  – прираще-

ние температуры, полученное на текущем расчетном ша-

ге. Зависимость  q  определяется соотношением (16). 
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Для описания упругого поведения материала ис-

пользуется упрощенный закон Синьорини [37]: 

 

1 2

II 3 1 2 2

1

1 1

2
1

1

1

2 1

( ) ( ) 2 ,

( ) 3 ( ) / 2

( ( ) ( )) 3 ( ) / 8,

( ) ( ( ) ( )) 3 ( ) / 2.

e e e

e

e

e

I k k k

k q I

q G q I

k G q q G q I

 








    

     

     

      

P C C C

C

C

C

 (28) 

Здесь 
eC  – мера упругих деформации Коши – Грина;  

1I  и 
3I  – первый и третий главные инварианты соответ-

ствующего тензора. 

Приращение второго тензора напряжений Пиола – 

Кирхгофа может быть записано в следующем виде: 

  II II
II ph2 2 ,e T

e e

d = d d d d
 

    
 

P P
P E E E E

C C
 (29) 

при этом 
II * IIII

.d P P P  

Алгоритм решения краевой задачи в рамках конеч-

ных деформаций, использующий соотношения (25)–

(29), подробно изложен в [23]. Последовательность рас-

чета следующая: процессы нагружения образца, его 

охлаждение в интервале температур прямого фазового 

перехода и нагревание в интервале температур обратно-

го фазового перехода разбиваются на ряд достаточно 

малых шагов, на каждом шаге задается приращение 

усилия или температуры, находятся приращения не-

упругих деформаций 
phdE  и 

TdE  и из решения краевой 

задачи в вариационной постановке в перемещениях 

определяется приращение полной деформации, после 

чего приращение упругой деформации находится как 

разность 
ph .e Td d d d  E E E E  Затем вычисляется при-

ращение 
IIdP  по формуле (29) и находятся напряжения 

и деформации на текущем шаге.  

 

5. Расчет кольцевого силового элемента  

из сплава с памятью формы 

 

Одним из используемых в промышленности типов 

прессов на основе СПФ являются малогабаритные 

прессы с кольцевыми силовыми элементами из никели-

да титана, конструктивная схема которых показана на 

рис. 1 [24]. Такая конструкция используется, в частно-

сти, в технологическом процессе изготовления слои-

стых материалов. Кольцо с наружным диаметром 
0d , 

состоящее из пучка проволоки или из сплошной ленты 

из никелида титана, имеет в нижней части неподвиж-

ный захват; к верхнему подвижному захвату приклады-

вается усилие, и в результате охлаждения кольца под 

этим усилием либо в результате изотермического де-

формирования из состояния хаотического мартенсита 

(мартенситной неупругости) кольцу сообщается 

начальная фазово-структурная деформация, и оно при-

нимает продолговатую форму с вертикальным наруж-

ным диаметром 
1d . После изотермической разгрузки 

снимается упругая составляющая деформации и сохра-

няется фазово-структурная, при этом вертикальный 

диаметр 
1d  уменьшается до значения 

2d . Затем при 

последующем нагреве вследствие снятия фазово-

структурной деформации и восстановления формы 

кольца в процессе обратного мартенситного превраще-

ния производится сжатие контртела, расположенного 

между двумя захватами. В испытательных установках, 

используемых для исследования механических характе-

ристик кольцевых силовых элементов, роль контртела 

играет упругая пружина, расположенная вдоль верти-

кального диаметра между подвижными захватами. Сте-

пень сжатия и реактивное усилие со стороны пружины 

увеличиваются по мере сближения захватов в процессе 

нагрева. При расчете НДС силовых элементов реактив-

ное усилие со стороны контртела также может быть 

описано как противодействие упругой сжимаемой пру-

жины. 

 

Рис. 1. Расчетная схема кольцевого  

силового элемента 

Fig. 1. The design scheme of the ring  

power element 

Используются следующие типы конструкций коль-

цевого силового элемента: бухты из четырех витков 

проволоки диаметром 2,5 мм, пяти витков диаметром 

2 мм, а также кольцо из ленты прямоугольного сечения 

11,5×1,5 мм. При моделировании будем рассматривать 

упрощенный вариант конструкции – кольцо сплошного 

квадратного сечения, площадь которого равна суммар-

ной площади пучка проволоки из четырех витков. Это 

позволит решать задачу в рамках плоского напряженно-

го состояния. Принимаются следующие размеры коль-

ца: наружный диаметр в недеформированном состоянии 

0d  63 мм, толщина и ширина поперечного сечения 

H  4,4 мм.  

Постановка задачи, моделирующей работу кольце-

вых силовых элементов, включает следующие этапы: 

1) создание начального деформированного состояния, 

характеризуемого величиной вертикального наружного 

диаметра 
2d , в результате охлаждения под действием 

постоянной силы 
1P  или изотермического нагружения 

кольца в мартенситном состоянии силой 
2P  и последу-

ющей разгрузки; 2) нагрев при противодействии упру-

гой пружины жесткостью 
пр ,k  которая в начальном состо-

  
 

d0 
d2 

d1 

P 
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янии не деформирована. Согласно данным работы [24] 

жесткость пружины составляет 140 кН/м. В настоящей 

работе значение диаметра 
2d  после сообщения кольцу 

начальной фазово-структурной деформации принимает-

ся равным 73 мм. 

Решение задачи выполняется тремя методами: ме-

тодом конечных элементов, реализующим трехмерные 

определяющие уравнения (6) для малых деформаций и 

(26) для больших, а также с помощью конструкционно-

го метода (22)–(24). При реализации метода конечных 

элементов для малых и больших деформаций учитыва-

ются соотношения (7), (11)–(21), (25), (27)–(29). В кон-

струкционном методе в качестве кинематического па-

раметра выбирается приращение вертикального диа-

метра кольца  2 0d d , равное перемещению верхнего 

подвижного захвата, а в качестве силового – приложен-

ная к вершине кольца сила. Конструкция, изображенная 

на рис. 1, имеет две оси симметрии, поэтому для реше-

ния задачи об определении НДС допустимо рассматри-

вать только одну четвертую часть кольца. Для расчета 

принимаются материальные параметры для никелида 

титана [38]: модули упругости в мартенситном и аусте-

нитном состоянии 
ME 28 ГПа и 

AE  84 ГПа, коэффи-

циент Пуассона  = 0,3, коэффициенты линейного тем-

пературного расширения 66,6 10M

   °C–1 и 

611 10A

   °C–1. Температуры фазовых переходов со-

ставляют 40sM  °C, 20fM  °C, 50sA  °C, 70fA 

°C, коэффициент сдвига температур k  принят равным 

5·10–7°С·м3/Дж. Поскольку объемная составляющая 

фазовой деформации 
V  в никелиде титана мала, то она 

полагалась равной нулю; значения остальных парамет-

ров, входящих в определяющее соотношение (6), при-

ведены в подразд. 1.3. 

Предварительное исследование сходимости реше-

ния методом конечных элементов, выполненное на те-

стовой задаче, показало, что оптимальное число эле-

ментов по толщине кольца составляет 24, и дальнейшее 

сгущение сетки не приводит к существенному измене-

нию результатов. Величина шага по температуре при-

нималась равной 0,5 °С, поскольку дальнейшее ее 

уменьшение не оказывает значительного влияния на 

результат расчета. 

На рис. 2 приведены термомеханические диаграм-

мы – расчетные зависимости перемещения подвижного 

захвата от температуры при охлаждении под постоян-

ной нагрузкой 500 Н, полученные с учетом различных 

факторов: сплошная красная линия – без учета разносо-

противляемости, структурной деформации и смещения 

характерных температур фазового перехода от действия 

напряжений; пунктирная красная – с учетом разносо-

противляемости; зеленая – с учетом разносопротивляе-

мости и структурной деформации; черная – с учетом 

разносопротивляемости и смещения характерных тем-

ператур фазовых превращений; сплошная синяя – с ис-

пользованием определяющих соотношений для конеч-

ных деформаций без учета разносопротивляемости; 

пунктирная синяя – то же, но с учетом разносопротив-

ляемости.  

 

Рис. 2. Термомеханические диаграммы – зависимости  

приращения диаметра кольца от температуры при  

охлаждении под действием силы 500 Н 

Fig. 2.Thermomechanical diagrams – the dependence  

of the ring diameter increment on temperature during  

cooling under the action of a force of 500 N 

 

Рис. 3. Конструкционные диаграммы прямого  

превращения и мартенситной неупругости 

Fig. 3. Strucrural diagrams of direct transformation  

and martensitic inelasticity 

Можно отметить, что при введении разносопротив-

ляемости перемещения становятся значительно меньше, 

поскольку максимально возможная (по абсолютной ве-

личине) фазово-структурная деформация сжатия мень-

ше, чем растяжения. Учет структурной деформации 

(зеленая линия, см. рис. 2) также приводит к уменьше-

нию конечного значения перемещения, так как в этом 

случае принимается во внимание изменение ориентации 

мартенситных элементов, вызванное перераспределени-

ем напряжений в конструкции. Учет смещения харак-

терных температур перехода от действия напряжения 

(черная линия, см. рис. 2) приводит к сдвигу термоме-

ханической диаграммы вправо, а конечная величина 
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перемещения при этом изменяется несущественно. 

Также результаты расчета показали, что при использо-

вании определяющих соотношений для больших де-

формаций величина перемещения подвижного захвата 

(или приращения вертикального диаметра кольца) по-

лучается примерно на 20 % меньше, чем при вычисле-

нии с помощью соотношений для малых деформаций. 

Учет разносопротивляемости при построении термо-

механической диаграммы, обозначенной пунктирной 

красной линией (см. рис. 2), выполнялся двумя способами: 

с помощью перехода к главным значениям тензора напря-

жений (определяющие соотношения (6)) и путем введения 

параметра вида напряженного состояния (определяющие 

соотношения (8) с учетом (10)). Ранее отмечалось, что со-

отношения (6) и (8) при описании прямого фазового пере-

хода без структурного превращения дают одинаковые ре-

зультаты для материала, обладающего симметрией 

свойств на растяжение и сжатие. В случае различия этих 

свойств результаты также получились совпадающими в 

пределах вычислительной точности, из чего можно заклю-

чить, что два изложенных в подразд. 1.3 способа учета 

разносопротивляемости – путем перехода к главным зна-

чениям тензора напряжения и с помощью параметра вида 

напряженного состояния – являются эквивалентными.  

Для применения конструкционного метода к реше-

нию задачи требуется информация о конструкционных 

диаграммах прямого превращения и мартенситной не-

упругости – зависимостях фазово-структурной состав-

ляющей приращения вертикального диаметра кольца от 

прикладываемой нагрузки, которые необходимо полу-

чить экспериментально. В данной работе за неимением 

экспериментальных данных эти диаграммы строились 

численно методом конечных элементов с использовани-

ем модели (6). При этом используется аппроксимация 

материальной (не конструкционной) диаграммы прямо-

го превращения 
1F  (7) с параметрами, приведенными в 

подразд. 1.3. Расчетная диаграмма к

1F  строилась следу-

ющим образом: выполнялось несколько расчетов с раз-

ными значениями нагрузок, в каждом из которых коль-

цо подвергалось охлаждению через интервал темпера-

тур прямого мартенситного превращения под действием 

постоянного усилия. При этом в расчете учитывалась 

разносопротивляемость, но не учитывалась возмож-

ность возникновения структурной деформации в про-

цессе нагружения. Результаты расчета – зависимость 

накопленного после охлаждения приращения верти-

кального диаметра  1 0d d  от действующей силы – 

приведены на рис. 3 (сплошная красная линия, постро-

енная по нескольким расчетным точкам). Согласно (22) 

полученное перемещение состоит из упругой, фазово-

структурной и температурной составляющих. Посколь-

ку температурная составляющая перемещения прене-

брежимо мала, то для получения диаграммы к

1F  из пол-

ного перемещения необходимо вычесть упругую со-

ставляющую, которая вычислялась методом сопротив-

ления материалов по  формуле [39] 

 

3

0,149 .e

P R
w

EI


  (30) 

Здесь R  – радиус кольца, I  – момент инерции попе-

речного сечения кольца, равный в случае квадратного 

сечения 4 /12H . 

Итоговая конструкционная диаграмма к

1F , полу-

ченная вычитанием из приращения вертикального диа-

метра  1 0d d  упругой составляющей (30), изображена 

на рис. 3 пунктирной красной линией, аппроксимиру-

ющей расчетные точки (красные кружки). Вид аппрок-

симирующей функции аналогичен (7): 

     к max

1 0 phst1 exp / P .F P P w    (31) 

Параметры аппроксимации, полученные методом 

наименьших квадратов, составили 
0P 652  Н и 

max

phst 15,6w   мм.  

Аналогично была построена конструкционная диа-

грамма прямого превращения к

1F  для случая учета 

больших деформаций, при этом вместо определяющих 

соотношений (6) использовались соотношения (26). За-

висимость накопленного после охлаждения приращения 

вертикального диаметра  1 0d d  от действующей си-

лы, а также диаграмма 
1

кF , полученная после осу-

ществления упругой разгрузки, обозначены на рис. 3 

сплошной и пунктирной черными линиями. Параметры 

аппроксимации соотношением (31) диаграммы к

1F  в 

случае учета больших деформаций составляют 
0P 510  Н 

и max

phst 11,8w   мм. Таким образом, расхождение в ре-

зультатах расчетов диаграммы к

1F  с учетом и без учета 

больших деформаций достигает 25 %. 

Для получения конструкционной диаграммы мар-

тенситной неупругости к

2F  кольцо нагружалось изо-

термически при температуре ниже 
fM  из начального 

состояния хаотического мартенсита: объемная доля 

мартенситной фазы 1q   и начальные значения тензо-

ров управляющих напряжений для всех мартенситных 

элементов равны нулю   * q S Ο . При возрастании 

нагрузки вертикальный диаметр увеличивается как за 

счет упругого деформирования, так и за счет переори-

ентации мартенсита (структурная деформация). Было 

выполнено два варианта расчета с различными услови-

ями структурного превращения: по интенсивности 

напряжений (12) и по максимальному касательному 

напряжению (13). Различие между результатами оказа-

лось несущественным, поэтому оба условия структурного 

превращения могут считаться равноправными; в дальней-

ших расчетах будет использоваться условие (12). Зависи-
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мость приращения вертикального диаметра  1 0d d  от 

прикладываемого усилия при деформировании кольца 

из состояния хаотического мартенсита обозначена на 

рис. 3 сплошной синей линией. Чтобы построить кон-

струкционную диаграмму мартенситной неупругости 
к

2F , согласно соотношению (22), из величины  1 0d d  

необходимо вычесть упругую составляющую, опреде-

ляемую выражением (30). Полученной таким образом 

диаграмме к

2F  соответствует пунктирная синяя линия 

на рис. 3 . Для конструкционной диаграммы к

2F  пара-

метры аппроксимации соотношением (31) составляют 

0P 540  Н и max

phst 15,8w   мм.  

Принятая в данной работе тождественность диа-

грамм прямого превращения и мартенситной неупруго-

сти в условиях одноосного напряженного состояния (11) 

позволяет ввести предположение, что и соответствую-

щие конструкционные диаграммы должны быть тожде-

ственны: к к

1 2 .F F  Полученные графики (см. рис. 3) 

подтверждают возможность принятия такого предпо-

ложения, поскольку расхождение между графиками к

1F  

и к

2F  невелико. Это расхождение можно объяснить 

несовершенством используемых условий структурного 

превращения (12) и (13), не позволяющих учесть влия-

ние изменения главных направлений тензоров напряже-

ний на переориентацию мартенситных элементов, 

а учитывающих только возрастание их интенсивностей. 

Однако в тех задачах, в которых внешняя нагрузка со-

храняет свое направление, влияние поворота главных 

осей не столь существенно, и условия (12) и (13) могут 

быть использованы. 

Начальное деформированное состояние кольцевого 

силового элемента, соответствующее значению верти-

кального диаметра кольца 
2 73d   мм  2 0 10 ммd d  , 

достигается при величине силы 665 Н по расчету, не 

учитывающему большие деформации, и 960 Н по расче-

ту с учетом больших деформаций (согласно конструк-

ционным диаграммам к

1F , обозначенным пунктирной 

синей и пунктирной черной линиями, см. рис. 3). Для 

определения сжимающего усилия пресса, использую-

щего кольцевой силовой элемент, моделировался нагрев 

кольца из начального деформированного состояния, 

созданного действием этих сил. В процессе нагрева по 

мере уменьшения вертикального диаметра возрастает 

сила противодействия сжимаемой пружины, что может 

приводить к переориентации оставшихся мартенситных 

элементов и возникновению структурной деформации. 

Было выполнено четыре варианта расчетов: методом 

конечных элементов с использованием определяющих 

соотношений (6) с учетом и без учета структурной де-

формации, с помощью соотношений (26) для больших 

деформаций без учета структурной деформации, а так-

же конструкционным методом, учитывающим струк-

турную деформацию. Результаты расчета представлены 

на рис. 4: зависимость изменения вертикального диа-

метра кольца (а) и силы противодействия пружины (б) 

от температуры.  

Для вариантов расчета с помощью соотношений для 

малых деформаций, а также с использованием кон-

струкционного метода, результаты практически совпа-

дают (неразличимы на графике и обозначены синей ли-

нией). Это подтверждает корректность использования 

конструкционного метода в данной задаче как дающего 

результат, аналогичный полученному методом конеч-

ных элементов с использованием трехмерных опреде-

ляющих соотношений. При этом следует отметить су-

щественную экономию времени расчета при использо-

вании конструкционного метода по сравнению 

с методом конечных элементов. Влияние структурной 

деформации в данном случае несущественно потому, 

что возрастающая сила противодействия пружины до-

стигает предела структурного превращения мартенсит-

ных элементов лишь к концу температурного интервала 

обратного фазового перехода, когда оставшаяся объем-

ная доля мартенсита мала и не способна вызвать значи-

тельный прирост деформации даже при полной его пе-

реориентации. Учет больших деформаций приводит к 

несколько отличающемуся результату (черная линия), 

но расхождения с другими методами расчета в этом 

случае несущественны. 

 

а 

 

б 

Рис. 4. Зависимость изменения вертикального диаметра  

кольца (а) и силы противодействия пружины (б)  

от температуры при нагреве 
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Fig. 4. Temperature dependence of the vertical ring diameter  

and the reactive force of the string under heating 

Заключение 

 

В работе представлено развитие одномерной фено-

менологической модели [9], позволяющей описать ос-

новные макромеханические эффекты в СПФ. Предло-

жены основанные на данной модели два расчетных ме-

тода решения трехмерных задач прикладного характера: 

первый метод включает в себя обобщение одномерных 

определяющих соотношений работы [9] на трехмерный 

случай и их последующую численную реализацию ме-

тодом конечных элементов, второй – конструкцион-

ный – базируется на построении конструкционных диа-

грамм прямого превращения и мартенситной неупруго-

сти, общих для всего изделия, и предполагает 

последующее решение задачи в одномерной постанов-

ке. Оба метода апробированы на решении задачи о де-

формировании кольцевого силового элемента из СПФ, 

сопровождающемся фазовыми и структурными пре-

вращениями. Показано, что результаты, полученные 

двумя методами, практически совпадают. 

Приведены два способа учета различия свойств 

материала на растяжение и сжатие в условиях фазовых 

и структурных превращений: с помощью перехода к 

главным направлениям тензора напряжений и путем 

введения параметра вида напряженного состояния. 

Показано, что оба способа дают идентичные результа-

ты. Отмечено, что непринятие во внимание разносо-

противляемости при расчете приводит к получению 

существенно завышенных значений деформаций и пе-

ремещений. 

Рассмотрен способ обобщения модели [31], которая 

для прямого превращения, не сопровождающегося 

структурным деформированием, является аналогом раз-

рабатываемой трехмерной модели, на случай конечных 

деформаций. Приведено сопоставление результатов 

расчетов для случаев с учетом и без учета структурной 

деформации, разносопротивляемости, конечных дефор-

маций, сдвига характерных температур превращений от 

действия напряжений; сделан вывод о существенности 

влияния каждого фактора на результат. 
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