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ИССЛЕДОВАНИЕ НЕЛИНЕЙНОСТИ ФУНКЦИИ ПРОДОЛЬНЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ 
ОТ МЕХАНИЧЕСКИХ И ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК ПЛАСТИНЫ 
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 Слоистые композитные материалы характеризуются высокой поперечной анизотропи-
ей и низкими значениями отношения модуля поперечного сдвига к модулю продольной 
упругости. Это приводит к тому, что характер изменения продольных перемещений и про-
дольных нормальных напряжений отличается от линейного, а поперечных касательных 
напряжений – от параболического закона. В работе исследуется степень нелинейности 
функций перемещения пластины в зависимости от ее упругих свойств и геометрической 
формы. Для определенности рассмотрена двумерная задача деформации прямоугольной 
пластины, когда в терминах безразмерных величин удается получить достаточно полное и 
наглядное решение. Аналогичная трехмерная задача более громоздка, но принципиально-
го отличия не имеет. Изучение степени нелинейности функций продольного перемещения 
от упругих свойств и геометрической формы деформируемой пластины основывается на 
методе конечных элементов. Потенциальная энергия деформируемой пластины выражена 
через квадратическую форму от переменных с коэффициентами, являющимися многочле-
нами от безразмерных параметров, таких как размеры пластины, отношения модулей уп-
ругости и сдвига, коэффициента Пуассона. Показано, что вариационный принцип сводит 
поставленную задачу к решению системы линейных уравнений. В результате с точностью, 
допустимой для инженерных расчетов, равной 5 %, построены подобласти линейности и 
нелинейности продольных перемещений пластины. Для композитных пластин нелиней-
ность продольных перемещений необходимо учитывать, когда длина пластины на порядок 
больше ее толщины, тогда как для сталей нелинейность характерна для относительно 
толстых пластин. Построенные области линейности и нелинейности продольных переме-
щений позволяют корректно строить модели напряженно-деформируемого состояния. 
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 Layered composite materials are characterized by a high transverse anisotropy and low val-
ues of relations between the transverse shear modulus and the modulus of longitudinal elasticity. 
As a result, the behavior of longitudinal displacements and longitudinal normal stresses differs 
from the linear law, and the behavior of transverse tangential stresses differs from the parabolic 
law. The paper presents the analysis of the degree of the plate displacement nonlinearity func-
tions depending on its elastic properties and geometric shape. The article considers a 2D square 
plate deformation problem. In non-dimensional terms, the authors could received a complete and 
demonstrative solution. A similar 3D problem is more bulky but it has no principle differences. 
The study of the degree of the longitudinal displacement nonlinearity functions due to elastic 
properties and the geometric shape of the deformable plate is based on the finite element meth-
od. The potential energy of the deformable plate is expressed through a square form of the varia-
bles with coefficients that are polynomials of dimensionless parameters such as plate size, ratio 
of the elasticity and shear moduli, Poisson's modulus. It is shown that the variational principle 
reduces the problem to the solution of the system of linear equations. As a result, the subareas of 
linearity and nonlinearity of the plate longitudinal displacements are constructed with an accuracy 
acceptable for engineering calculations of 5 %. It is necessary to consider the plate nonlinear 
longitudinal deformations for a length of the composite plate on order more than its thicknesses. 
As for steel, nonlinearity is characteristic for quite thick plates. The constructed areas of linearity 
and nonlinearity of the longitudinal displacements make it possible to construct the strain-stress 
state models with a smaller number of variables. 

 
© PNRPU 

Keywords: 
nonlinearity, displacements,  
elastic modulus, finite element,  
variational principle. 

 

 
В настоящее время в аэрокосмической промыш-

ленности широко используются конструкции, которые 
изготавливаются из слоистых композитных материа-
лов, в том числе конструкции, в которых несущие слои 
разделены слоями заполнителя. Эти конструкции ха-
рактеризуются высокой поперечной анизотропией 

/ 5...40Y XE E =  и низкими значениями отношения мо-
дуля поперечного сдвига к модулю продольной упру-
гости / 1/10...1 / 200YX YG E =  [1], где ,Y X – кординат-
ные оси по длине и толщине пластины соответственно. 
Это приводит к тому, что характер изменения продоль-
ных перемещений и продольных нормальных напряже-
ний отличается от линейного, а поперечных касатель-
ных напряжений – от параболического закона [2]. 
В частности, показано, что при низких значениях 

/YX YG E  имеет место значительная депланация попе-
речного сечения. Следствием этого является ярко вы-
раженное отклонение закона изменения продольных 
нормальных напряжений от линейного закона с концен-
трацией напряжений у наружной и внутренней границы 
конструкции (stress-channelling эффект [3]). При этом 
закон изменения касательных напряжений так же зна-
чительно отличается от параболического закона. Учет 
этих особенностей при исследовании механики много-
слойных конструкций требует применения специализи-
рованных, достаточно сложных математических моде-
лей. В литературных обзорах [4, 5] проанализировано 
более 500 работ, посвященных вопросам построения 
математических моделей многослойных конструкций. 

Модели, построенные на решении трехмерной задачи 
упругости, представлены [6–10]. Следует выделить эк-
вивалентные однослойные модели [11–21], модели 
с независимыми слоями [22–26]. Применяются также 
комбинированные теории [27–29]. Наименьшей матема-
тической cложностью обладают модели, построенные 
в рамках теории деформаций сдвига первого порядка. 
В частности, при построении математической модели 
многослойных конструкций с сотовым заполнителем 
механика несущих обшивок, вследствие их малой тол-
щины в сравнении с длиной или радиусом кривизны, 
описывается в рамках именно этой теории [30, 31]. Од-
нако в литературе четко не обозначены рамки примене-
ния данной теории. В то же время в конструкции авиа-
ционных двигателей, в частности звукопоглощающих 
конструкциях, отношение /YX YG E выходит за рамки, 
указанные в [1]. Задача данной работы – определить 
границы, при которых необходимо учитывать нелиней-
ность изменения продольных перемещений по толщине 
пластины при построении ее математической модели из 
композитных материалов с механическими характери-
стиками /YX YG E , находящимися в пределах 0,1–0,4, 
и коэффициентом Пуассона 0µ ≥ . 

 
Введение 

 
В настоящей работе изучается степень нелинейно-

сти функций перемещения деформируемого тела в за-
висимости от его упругих свойств и геометрической 
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формы. Для определенности будет рассмотрена дву-
мерная задача деформации прямоугольной пластины, 
когда в терминах безразмерных величин удается полу-
чить достаточно полное и наглядное решение. Анало-
гичная трехмерная задача более громоздка, но принци-
пиального отличия не имеет. 

Рассмотрим деформацию прямоугольной пластины 
длиной A  и толщиной B  с коэффициентами упругости 

, ,E G  µ  при условии жестко закрепленных боковых 
граней под воздействием равномерной нагрузки F, при-
ложенной к верхней грани. Обозначим через U  и V  
функции горизонтального и вертикального перемеще-
ния. Степень нелинейности функций перемещения U  
и V  в зависимости от переменной y будет изучаться на 
вертикальном отрезке при / 4x A= , когда эта степень 
выражена наиболее явно. Кроме того, для изучения сте-
пени нелинейности должным образом будет использо-
ваться только нормированная функция горизонтального 
перемещения ( )U y , поскольку для функции вертикаль-
ного перемещения ( )V y  эта степень оказывается суще-
ственно меньше.  

Степень нелинейности функции ( )U y  будет изу-

чаться в терминах безразмерных величин /B Aα = , 
/G Eβ =  и коэффициента Пуассона µ . При этом на-

грузка F  также оказывается безразмерной величиной в 
результате должной нормировки функции ( )U y . Фор-
мально степень нелинейности нормированной функции 

( )U y  определяется через ее максимальное и среднее 
отклонения от линейной среднеквадратической аппрок-
симации. Будет показано, что степень нелинейности 
функции ( )U y  практически не зависит от коэффициен-
та Пуассона µ . При этом область изменения парамет-
ров ,α  β  естественным образом разбивается на три по-
добласти: подобласть существенной линейности, по-
добласть существенной нелинейности и 
промежуточную подобласть. За критерий линейности и 
нелинейности взято рассогласование по максимальному 
и среднему значениям между функцией ( )U y  и ее ли-
нейной среднеквадратической аппроксимацией. Вели-
чина рассогласования выбирается из соображений точ-
ности проведения инженерных расчетов, равной 5 %. 

 
1. Построение нормированной функции  
горизонтальных перемещений 

 
Изучение зависимости степени нелинейности функ-

ций перемещения от упругих свойств и геометрической 
формы деформируемой пластины будет основываться 
на методе конечных элементов. В частности, после со-
ответствующей дискретизации возможность решения 
задачи в пространстве безразмерных параметров , ,α  β  µ  
основывается на представлении потенциальной энергии 
пластины в виде квадратичной формы от перемещений 

с коэффициентами от переменных , , .α  β  µ  Пропуская 
простые, но достаточно громоздкие вычисления мето-
дом конечных элементов, поясним основные действия, 
приводящие к желаемому представлению потенциаль-
ной энергии. 

Зададим целое n и разобьем пластину размером 
А×В на 2n  равновеликих прямоугольников с вершина-
ми ,i jx ih y j h= = α , где 0 , 0i n j n≤ ≤ ≤ ≤  и /h A n= . 

Далее разобьем каждый такой прямоугольник (рис. 1) 
диагональю на два треугольника с площадью 

2 / 2S h= α .  

 

Рис. 1. Конечный элемент 

Fig. 1. The finite element 

В методе конечных элементов в пределах рассмат-
риваемых треугольников функции перемещения ( , )u x y  
и ( , )v x y  принимаются линейными: 

0 1 2 0 1 2( , ) , ( , )u x y a a x a y v x y b b x b y= + + = + + . 

Поэтому по формулам Коши деформации выража-
ются в виде 

1 2 2 1, ,x y xya b a bε = ε = γ = + . 

Обозначим через , ,( , )i j i ju v  перемещения узловых 

точек ( , )i jx y . Выражая 0 1 2 0 1 2, , , , ,a a a b b b  через переме-

щения , , 1, 1, 1, 1 1, 1( , ), ( , ), ( , )i j i j i j i j i j i ju v u v u v+ + + + + +  вершин 

1 1 1( , ), ( , ), ( , )i j i j i jx y x y x y+ + +  нижнего треугольника, по-

лучаем деформации в виде  

1, , 1, 1 1,

1, 1 1, 1, ,

, ,

.

i j i j i j i j
x y

i j i j i j i j
xy

u u v v
h h

u u v v
h h

+ + + +

+ + + +

− −
ε = ε =

α
− −

γ = +
α

 

Далее, выражая 0 1 2 0 1 2, , , , ,a a a b b b через перемещения 

( ), ,,i j i ju v , 1, 1 1, 1( , )i j i ju v+ + + + , , 1 , 1( , )i j i ju v+ +  вершин 

1 1 1( , ), ( , ), ( , )i j i j i jx y x y x y+ + +  верхнего треугольника, по-

лучаем деформации в виде  
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1, 1 , 1 , 1 ,

, 1 , 1, 1 , 1

, ,

.

i j i j i j i j
x y

i j i j i j i j
xy

u u v v
h h

u u v v
h h

+ + + +

+ + + +

− −
ε = ε =

α
− −

γ = +
α

 

Используя выражение для потенциальной энергии 

( )2 x x y y xy xy
SP = ε σ + ε σ + γ τ , 

где 

( ) ( )2 2, , ,
1 1x x y y x y xy xy

E E Eσ = ε + µε σ = µε + ε τ = β γ
− µ − µ

 

потенциальную энергию прямоугольника с вершинами

( ),i jx y , ( )1,i jx y+ , ( )1 1,i jx y+ + , 1( , ),i jx y +  можно пред-

ставить в виде 

, ,24 (1 )i j i j
EP K=

α − µ
, 

где через ,i jK  обозначена некоторая квадратичная фор-

ма от переменных 

, , 1, 1, 1, 1 1, 1 , 1 , 1, , , , , , ,i j i j i j i j i j i j i j i ju v u v u v u v+ + + + + + + +  

с коэффициентами, являющимися многочленами от 
, , .α  β  µ  Наконец, осуществляя суммирование по 

0 1, 0 1,i n j n≤ ≤ − ≤ ≤ −  получаем потенциальную 
энергию деформированной пластины в виде 

24 (1 )
EP K=

α − µ
, 

где через K  обозначена квадратичная форма от пере-
менных , ,( , )i j i ju v , где 0 , 0i n j n≤ ≤ ≤ ≤ , с коэффици-

ентами, являющимися многочленами от , , .α  β  µ  
Напомним, что прогиб прямоугольной пластины 

изучается под действием равномерно распределенной 
нагрузки F , приложенной к верхней грани, при усло-
виях жесткого закрепления боковых граней. В рамках 
решения дискретной задачи условия закрепления боко-
вых граней можно записать следующим образом: 

,0 , ,0 , 0i i n i i nu u v v= = = = , 0 .i n≤ ≤  

Работа Q  внешних сил записывается в виде 

1

,
1

,
n

n j
j

Q Fhv FhL
−

=
= = ∑  

1

,
1

n

n j
j

L v
−

=
= ∑ . 

Отметим, что при решении задачи с неравномерной 
нагрузкой вертикальные перемещения в линейной фор-
ме L  идут с весами. 

Из вариационного принципа следует, что в рамках 
сделанных предположений перемещения , ,( , )i j i ju v , где 

0 , 1 1i n j n≤ ≤ ≤ ≤ − , определяются из решения задачи 
минимизации 

minK L− λ → , 
где 

24 (1 )Fh
E

α − µ
λ = . 

Фактическое решение задачи сводится к решению 
системы линейных уравнений относительно перемен-
ных , ,( , )i j i ju v , где 0 , 1 1i n j n≤ ≤ ≤ ≤ − . Предполагая n  

кратным 4, зададим 

, /4

0, /4

i n
i

n

u
U

u
= , 0 .i n≤ ≤  

При изучении степени нелинейности будут исполь-
зоваться нормированные горизонтальные перемещения 

0 1, , , nU U U . В частности, из соображений линейности 
следует, что значения нормированных перемещений не 
зависят от параметра λ. 

 
2. Разбиение области безразмерных  
параметров 

 
Определим величины 0 1, , , nU U U  для заданной 

тройки безразмерных параметров , , .α  β  µ  Для этого вы-

числим коэффициенты a  и b  из соображений линей-
ной среднеквадратической аппроксимации 

2

0
( ) min

n

k
k

a bk U
=

+ − →∑  

и зададим величины максимального и среднего рассо-
гласований 

0
( , , ) max kk n

M a bk U
≤ ≤

α β µ = + −  

и 

0

1( , , )
1

n

k
k

S a bk U
n =

α β µ = + −
+

∑ . 

Полезно отметить, что ( , , ) ( , , )S Mα β µ ≤ α β µ . 
Зададим 0r ≥  и разобьем область изменения без-

размерных параметров , ,α  β  µ  на три подобласти: по-
добласть линейности ( , , )M rα β µ ≤ , подобласть нели-
нейности ( , , )S rα β µ ≥  и промежуточную подобласть 

( , , ) ( , , )S r Mα β µ ≤ ≤ α β µ . 
Получим предлагаемое разбиение на три подобла-

сти для критерия нелинейности с точностью до 5 % 
в пределах 0,1 , 0,4≤ α β ≤  при значении 20n = , доста-
точном для получения адекватных вычислительных 
результатов.  

Отметим, что для композитных материалов, приме-
няемых в авиадвигателестроении, коэффициент Пуас-
сона изменяется в пределах 0 0,5.≤ µ ≤  

Важно заметить, что при изменении коэффициента 
Пуассона в указанных границах величины ( , , )M α β µ  
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и ( , , )S α β µ  остаются практически неизменными. Так, 
при изменении коэффициента Пуассона в пределах 
0,1 0, 4≤ µ ≤  вариация величин ( , , )M α β µ  не превыша-
ет 0,0074, что на порядок меньше заданной точности, 
равной 5 %. В этой связи предлагаемое разбиение на 
подобласти будет осуществлено при значении коэффи-
циента Пуассона 0,3.µ =  В частности, это позволит 
сделать изложение более наглядным. 

Зададим шаг 0,015δ =  измерения параметров ,α  β  
и осуществим вычисление величин ( , , 0,3)M α β    и 

( , , 0,3)S α β    в узловых точках 

0,1 ( 0,5) , 0,1 ( 0,5)i ji jα = + − δ β = + − δ , 1 , 20.i j≤ ≤  

Пространственное изображение величин 
( , , 0,3)i jM α β   и ( , , 0,3)i jS α β   показано на рис. 2. 

 

Рис. 2. Величины ( , , 0,3)i jM α β   и ( , , 0,3)i jS α β   

Fig. 2. Quantities ( , , 0,3)i jM α β   and ( , , 0,3)i jS α β   

Разбиения области изменения безразмерных пара-
метров 0,1 / 0,4G E≤ ≤  и 0,1 / 0,4B A≤ ≤  на три по-
добласти по критерию 0,05r = показано на рис. 3. 

На рис. 3 левый уровень / 0,125G E =  соответству-
ет стеклопластику Hexply 914/33%/644, а правый  
уровень / 0,385G E =  соответствует стали. Для стекло-
пластика / 0,125G E =  функции нормированных гори-
зонтальных перемещений при / 0,1B A =  (для промежу-
точной подобласти) и / 0,3B A =  (для подобласти  
нелинейности) вместе с линейными среднеквадратиче-
скими аппроксимациями показаны на рис. 4, а и б соот-
ветственно. 

Таким образом, для стали первые две точки попа-
дают в область линейности, третья точка – в промежу-

точную область. Для стеклопластика первая точка ле-
жит в области линейности, вторая – в промежуточной 
области, третья – в области нелинейности. 

 

Рис. 3. Подобласти линейности и нелинейности 

Fig. 3. The subdivision of linearity and nonlinearity  
into subdomains 

   A 

а   б 

Рис. 4. Функции горизонтальных перемещений стеклопластика 
Hexply 914/33%/644: а – / 0,15B A = ; б – / 0,3B A =  

Fig. 4. Functions of horizontal displacements of fiberglass Hexply 
914/33%/644: а – / 0.15B A = ; b – / 0.3B A =  

Для композитных пластин нелинейность продоль-
ных перемещений необходимо учитывать, когда длина 
пластины на порядок больше ее толщины, тогда как для 
сталей нелинейность характерна для относительно тол-
стых пластин. Таким образом, результаты данной рабо-
ты позволяют корректно применять гипотезу о линей-
ном распределении продольных перемещений по тол-
щине пластины из композиционного материала, что 
значительно упрощает построение ее математической 
модели деформации. 
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