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О СМЕШАННЫХ ВЫНУЖДЕННЫХ, ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ И АВТОКОЛЕБАНИЯХ  

ПРИ ОГРАНИЧЕННОМ ВОЗБУЖДЕНИИ И ЗАПАЗДЫВАЮЩЕЙ УПРУГОСТИ 
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 Рассматриваются смешанные вынужденные, параметрические и автоколебания при
наличии в системе запаздывания в силе упругости. Динамической моделью является
фрикционная автоколебательная система, которая хорошо описывает фрикционные авто-
колебания, возникающие во множестве технических систем различного назначения (ме-
таллорежущие станки, текстильное оборудование, тормоза и целый ряд других объектов
машиностроения). Функционирование системы поддерживается источником энергии огра-
ниченной мощности. Для проведения анализа использован метод прямой линеаризации, 
отличающийся от известных методов анализа нелинейных систем простотой применения,
отсутствием трудоемких и сложных приближений различных порядков, возможностью по-
лучения конечных расчетных соотношений независимо от конкретного вида и степени не-
линейности, уменьшающий затраты труда и времени на несколько порядков. С помощью 
этого метода получены решения нелинейной системы дифференциальных уравнений,
описывающей движения системы. Выведены уравнения нестационарных и стационарных 
движений. Для анализа устойчивости стационарных движений составлены условия устой-
чивости на основе критериев Рауса – Гурвица. Проведены расчеты для получения инфор-
мации о влиянии запаздывания на режимы колебаний. Показано, что запаздывание влияет 
как на величину амплитуды, так и на расположение в частотном диапазоне амплитудно-
частотной кривой  в зависимости от величины запаздывания происходит смещение ам-
плитудной кривой в область меньших частот. Устойчивость стационарных колебаний зави-
сит как от характеристики источника энергии, так и от величины запаздывания. Взаимо-
действие колебательной системы и источника энергии приводит к появлению ряда эффек-
тов, как при наличии, так и при отсутствии запаздывания. Однако их протекание может 
быть различным в зависимости от величины запаздывания. 
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 Mixed forced, parametric, and self-oscillations are considered if there is a delay in the elastic 
force in the system. A dynamic model is a friction self-oscillation system describing the frictional 
self-oscillations that occur in many technical systems for various purposes (metal-cutting ma-
chines, textile equipment, brakes and a number of other engineering objects). The operation of 
the system is supported by the energy source of limited power. For the analysis we used the 
method of straight linearization which is easier than the known methods of analysis of nonlinear 
systems, has no time-consuming and complex approximations of different orders, provides an 
opportunity to obtain the final design ratios regardless of the specific type and degree of nonline-
arity, thus reducing labor costs and time by several orders of magnitude. By using this method, 
we obtained solutions of a nonlinear system of differential equations describing the system's mo-
tion. The equations of non-stationary and stationary movements are derived. To analyze the sta-
bility of stationary movements, the stability conditions based on the Routh-Hurwitz criteria are 
compiled. Calculations were performed to obtain information about the effect of delay on the os-
cillation modes. It is shown that the delay affects both the magnitude of the amplitude and the 
location of the amplitude-frequency curve in the frequency range depending on the magnitude of 
the delay, the amplitude curve is shifted to the region of lower frequencies. The stability of sta-
tionary oscillations depends both on the energy source characteristics and lag value. The interac-
tion of the oscillating system and the energy source leads to a number of effects, both in the 
presence and absence of the lag. However, their course may be different depending on the 
lag value. 
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Введение 

 
Вопросы потребления и экономии энергии вышли 

на передний план во всем мире. Они связаны как с ис-
тощением энергоресурсов на Земле, так и экологиче-
скими и климатическими (влиянием потребляемой 
энергии на изменение климата в Земном масштабе) 
проблемами. Решение этих проблем в настоящее время 
является одной из главных задач в научных исследова-
ниях, в том числе в сфере машиностроения: проектиро-
вании и расчете различного оборудования, машин, уст-
ройств и др. Связь проблем экологии с метрологией, 
точностью моделей расчета систем, точностью обработ-
ки показана в работе [1]. 

Использование обнаруженного А. Зоммерфельдом 
в начале прошлого века (1902 г.) известного явления  
эффекта Зоммерфельда, показывающего тесную связь 
динамического взаимодействия источника энергии 
и объекта потребления энергии, – может вносить неко-
торый вклад в решение этих проблем. Несмотря на то, 
что в течение более 50 лет проводился ряд попыток 
объяснения этого явления, систематическое исследова-
ние и теоретическое обоснование данного эффекта было 
проведено В.О. Кононенко. Им была опубликована по-
лучившая мировую известность первая основополагающая 
монография в этом направлении, вышедшая в 1964 г. [2] 
и изданная также в Англии [3]. Эти исследования при-
вели к возникновению достаточно известного в теории 
колебаний нового направления под названиями «теория 

колебательных систем с ограниченным возбуждением», 
«теория взаимодействия колебательных систем с ис-
точниками энергии», «теория колебательных систем 
с неидеальными источниками энергии». В дальнейшем 
данная теория была развита его последователями. Со-
стояние и развитие этой теории нашло отражение 
в книге [4] и множестве статей широкого круга иссле-
дователей во всем мире. Как показано в [4], с увеличе-
нием колебательной нагрузки начинается сильное ди-
намическое взаимодействие между колебательной сис-
темой и источником энергии. Кроме того, между 
колебаниями, следовательно, уровнем потребляемой 
энергии, возникающими при функционировании дета-
лей, и точностью их обработки имеется значительная 
связь, что показано в [1]. 

В различных отраслях техники (радиотехника, 
цветная металлургия, производство бумаги и стекла, 
транспортировка, системы автоматического управления 
с логическими устройствами, электроника и др.) широ-
ко распространены системы с запаздыванием [5–8]. Яв-
ление запаздывания может встречаться не только в тех-
нических объектах, но и в экономике, биологии и др. 
Запаздывание может быть полезным или вредным, при-
вести к возникновению колебаний в системе. Обуслов-
ленные наличием запаздывания колебания возникают 
в прокатных станах, регуляторах, следящих системах 
и др. В ряде систем, например низкочастотных, можно 
пренебречь влиянием запаздывания. Однако в высоко-
частотных системах нельзя сделать это. Запаздывание 
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оказывает большое влияние на процесс регулирования 
и устойчивость системы. 

Для анализа нелинейных колебательных систем су-
ществует ряд приближенных методов нелинейной ме-
ханики: усреднения, энергетического баланса, гармони-
ческой линеаризации и др. [9–19]. Из них в теории ко-
лебательных систем с ограниченным возбуждением 
основным является метод усреднения [9]. Использова-
ние этого метода связано со значительными трудовыми 
и временными затратами, что зависит от вида нелиней-
ной характеристики. Такие затраты присущи также дру-
гим известным методам нелинейной механики. Метод 
прямой линеаризации (МПЛ), описанный в монографии 
[20] и ряде статей [21–25 и др.], принципиально отлича-
ется от этих методов. Следующие свойства МПЛ обу-
словливают его преимущество в сравнении с известны-
ми методами нелинейной механики: простота примене-
ния; отсутствие трудоемких и сложных приближений 
различных порядков; возможность получения конечных 
расчетных соотношений независимо от конкретного 
вида и степени нелинейности; на несколько порядков 
меньше затраты труда и времени. Сравнение ряда ре-
зультатов, полученных известными методами нелиней-
ной механики и МПЛ, содержится в [20, 24] и некото-
рых других работах автора. Оно показывает их качест-
венное (полное) и количественное (в зависимости от 
параметра точности – от полного совпадения до не-
скольких процентов несовпадения) совпадение. Целью 
работы является рассмотрение с помощью МПЛ самого 
сложного класса смешанных колебаний (взаимодейст-
вие вынужденных, параметрических и автоколебаний) 
при наличии в системе запаздывания в упругости и ог-
раниченной мощности источника энергии. 

 
1. Модель системы и уравнения движения 

 
Динамическая модель фрикционной автоколеба-

тельной системы представлена на рис. 1. Эта модель 
хорошо описывает фрикционные автоколебания, возни-
кающие во множестве технических систем различного 
назначения: в направляющих металлорежущих станков, 
текстильном оборудовании, тормозах и целом ряде дру-
гих объектов машиностроения [26–32]. Лента, на кото-
рой лежит тело 1 с массой m, приводится в движение 
двигателем с моментной характеристикой (φ)M  , где  

φ  – скорость вращения ротора двигателя. Тело нахо-

дится под внешними воздействиями: вынуждающей 
силы 1λ sin t  и параметрического возбуждения 

( cos ) .c b t x   Зависящая от относительной скорости 

,U V x    0φV r   сила трения T(U) может обусловли-

вать автоколебания тела 1. 
Уравнения движения системы имеют вид 

0 0 1 1λ sin cos ( ) ( ) ,mx k x c x t bx t T U f x с x           

 0φ (φ) ( ),I M r T U    (1) 

где 0c  – коэффициент жесткости пружины 2; 0k  – ко-

эффициент сопротивления демпфера 3;  – постоянный 
временной фактор запаздывания в силе упругости пру-
жины; f(x) – нелинейная часть силы упругости. Величи-

ны m, 0k , 0c , , 1 , , b, p, I, 0r  являются постоянными. 

 

Рис. 1. Модель фрикционной автоколебательной системы 

Fig. 1. The model of the friction self-oscillating system 

Характеристики сил часто бывают неизвестными на 
практике и являются, как правило, нелинейными. При 
описании этих сил в большинстве случаев пользуются 
полиномиальными функциями, которыми и представим 
нелинейные силы F(x) и T(U): 

 ( ) γ ,s
s

s
F x x   0( ) sgn δ ,i

i
i

T U T U U
   
 

  (2) 

где γ consts  , δ consti  , s  2, 3, 4,…, i  1, 2, 3,…,  

0T  – нормальная сила реакции, sgn 1U   при 0U   

и sgn 1U    при 0U  ; в случае относительного покоя, 

т.е. 0U  , имеет место 0 0(0)T T T   . 

Сумму δ i
i

i
U  в выражении ( )T U  учтем в даль-

нейшем как нелинейную функцию от x , записывая ее 

в форме 
0

( ) α n
n

n
f x x


   , где коэффициенты αn  зависят 

от 0φV r   и δi , т.е. α α (φ,δ ).n n i   

Заметим, что сила трения T(U) на практике широко 
распространена в форме 

 3
0 1 3( ) (sgn ),T U T U U U      (3) 

где 1 ,  3  – положительные постоянные. 

Форма (3) силы трения наблюдалась также при рас-
смотрении проблемы измерения сил трения в космиче-
ских условиях [33]. 

 
2. Решение по методу прямой линеаризации 

 
Функции ( )F x  и ( )f x  по методу прямой линеари-

зации [20] можно заменить линейными функциями 

  ( ) F FF x B k x   ; ( ) f ff x B k x    ,  (4) 

где BF, kF, Bf и kf  коэффициенты линеаризации, опре-
деляемые выражениями 
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γ s
F s s

s

B N a   при s  2, 4, 6,… (s  четное); 

1γ s
F s s

s

k N a    при s  3, 5, 7,… (s  нечетное); 

α υn
f n n

n

B N  при n  0, 2, 4,… (n  четное); 

1α υn
f n n

n
k N    при n  1, 3, 5,… (n  нечетное). 

Здесь max ,a x  υ max ,x   sN   

(2 1) (2 1 ),r r s     (2 3) (2 2 ) ,sN r r s     

(2 1) (2 1 ) ,nN r r n     (2 3) (2 2 ) ,nN r r n     r  

параметр точности линеаризации. Независимо от ве-
личины r, имеют место 1,sN   1nN   для s  n  0 

и 1,sN   1nN   для s  n 1. Как показано в [20], хотя 

интервал выбора величины r не ограничен, ее можно 
выбрать в промежутке (0, 2). В таблице приведено 
сравнение результатов по методу прямой линеаризации 
и методу усреднения для различных значений степени n 
переменной в полиномиальной функции. Из таблицы 
видна достаточная близость чисел по этим методам. 

Уравнения (1) с учетом (4) принимают вид 

0 1 1sgn sin cosmx k x c x B T U t bx t с x           , 

 00( ) (sgn ),f fI M r T U B k x         (6) 

где 0 ,FfB T B B   00 fk k T k  , 0 Fc c k  . 

Сравнение результатов по методам прямой  
линеаризации и усреднения 

Comparison of results using direct linearization  
and averaging methods 

n 0 1 2 3 4 5 6 7 
,nN  r = 0,65 1  0,53  0,365  0,277  

Метод  
усреднения

 1  0,50  0,375  0,312  

 

,nN  r = 1,85  1  0,77  0,626  0,5275

Метод  
усреднения

  1  0,75  0,625  0,5468

 
В системе (1) могут возникать различного вида коле-

бательные процессы, в том числе резонансные. Посколь-
ку на практике главный интерес представляют основные 
резонансы, возникающие при малых расстройках час-
тот, когда 1   и ω 2,   то рассмотрим решения (6) 

для них. Решения уравнений (6) будем строить мето-
дом замены переменных с усреднением [20] и примене-
нием описанной в [23–25] процедуры для расчета взаи-
модействия колебательных систем с источниками энер-
гии ограниченной мощности. Отметим, что, как 
показано в [4], характеры решений для x и x  при 0U   
и 0U   принципиально различны. В соответствии 

с этим рассмотрим отдельно случаи 0ωu a  и 0ωu a , 

введя 0u r  , 2
0 0ω .c m  Эти решения для определе-

ния нестационарных значений амплитуды а, фазы  ко-
лебаний и скорости источника энергии  на основе 

cosψ,x a  φ ,   ψ ξ,p t   2 p   следующие: 

а) 0ωu a  

0 0 1
( )

cos sin 2ξ sin ,
2 2 4 2

fa k T k c ada ba
p

dt m mp mp mp

 
        

2 2
0ξ

sin
2 2 2

Fp kd

dt p mp map

  
      

 1cos 2ξ cos ,
4 2

cb
p

mp mp
    (7, а) 

 0
0 0

0

1 ;f

rdu u
M r T B

dt J r

  
    

   
 

б) 0ωu a  

2 2 20
0 0 2 2

4
( )

2 πf

Tda a
k T k a p u

dt m a p

 
      

 
 

1cos sin 2ξ sin ,
2 4 2

c aba
p

mp mp mp


      

2 2
0ξ

sin
2 2 2

Fp kd

dt p mp map

  
     

 1cos 2ξ cos ,
4 2

cb
p

mp mp
    (7, б) 

0 0 0
0 0

0

(1 ) (3π 2ψ ) ,
πf

r r Tdu u
M r T B

dt J r

  
          

 

где 0 ,u r   ψ 2 arcsin( ).u ap     

Поскольку в области резонанса 0 p  , можно при-

нять 2 2
0 0( ) 2 .p p p      

Из уравнений (7) при 0a  , 0  , 0u   следуют 

уравнения стационарных движений, из которых имеем 
следующие соотношения для определения амплитуды 
и фазы колебаний: 

2 2 2 2 2 2( 2 ) 4 ( 2 ) 0,a E bDa        

tg ( ) ,R b aR a A    

где 

 
0 0 1( ) sin ,fA p k T k c p     

2 2
0 1( ) cos ,FB m p k c p       

2 ,D b B   2 24 2 ,E A D bD    

2 2( 2 ( 2 ) 2 .R ba b B ab       

Амплитуда стационарных колебаний при 0u a   

определяется выражением a  u. Третье уравнение (7) 

(5)
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доставляет выражение для определения нагрузки ( )S u  

на источник энергии. В случае 0u a   оно имеет вид 

0 0( ) (1 ).fS u r T B   

Стационарные значения скорости u определяются 
уравнением 

 0( ) ( ) 0M S uu r    (8) 

или точкой пересечения кривых 0( )M u r  и ( )S u . 

В случае 0u a   имеет место уравнение вида (8) 

с учетом a  u в выражении ( )S u . 

 
3. Условия устойчивости стационарных  
движений 

 
Для анализа устойчивости стационарных движений 

составляем уравнения в вариациях для (7) и пользуемся 
критериями Рауса – Гурвица. В результате имеем сле-
дующие условия устойчивости стационарных коле-
баний: 

  1 0D  , 3 0D  , 1 2 3 0D D D  ,  (9) 

где 1 11 22 33( ),D b b b     2 11 33 11 22 22 33D b b b b b b     

23 32 12 21,b b b b   3 11 23 32 12 21 33 11 22 33.D b b b b b b b b b    

В случае u ap  имеем 

0
11 0 0 ,fBr

b Q r T
J u

 
   

 
2

0 0
12 ,fBr T

b
J a


 


 0

21 ,
2

fkaT
b

m u





 

22 0 0 0

1

2
f

f

k
b k T k aT

m a

 
      

 

 1sin 2 sin ,
4 2

cb
p

mp mp
      (10, а) 

23

1
( sin cos 2 ),

2
b ab

mp
      

32 2

1
sin ,

2
Fk

b
mp a a

  
    

 

33

1
( cos sin 2 ).

2
b ab

map
      

В случае u ap  изменяются лишь коэффициенты 

0 0 0
11 0 0 2 2 2

2
,fBr r T

b Q r T
J u a p u

 
   

   
 

2
0 0

12 2 2 2

2
,fBr T u

b
J a a a p u

 
   
   

 

 0
21 2 2 2 2 2

4
,

2
fkaT u

b
m u a p a p u

 
  
   

  (10, б) 

2
0

22 0 0 0 2 2 2 2 2

41

2
f

f

k T u
b k T k aT

m a a p a p u

 
      
    

 

1sin 2 sin ,
4 2

cb
p

mp mp
     

где .
d u

Q M
du r

   
 

 

 
4. Пример расчета 

 
Для получения информации о влиянии запаздыва-

ния на систему были проведены расчеты с использова-

нием параметров: 11 ,c   2 11 кгс с см ,m     
10,07 кгс см ,b    0,02 кгc,   1

1 0,05 кгс см ,c    
10,02 кгс c см .k     При расчетах использована харак-

теристика трения в форме (3), где 0 0,5 кгc,T   
1

1 0,84 c см ,    3 3
3 0,18 c см .    

 

Рис. 2. Зависимости амплитуды от частоты 

Fig. 2. Dependences of the amplitude on the frequency 

Зависимости амплитуды от частоты a(), показан-
ные на рис. 2, получены для скорости u  1,2 в случае 
линейной характеристики силы упругости. Расчеты 
проводились при параметре точности линеаризации  

r 1,5 и соответственно 3 3 4.N   Сплошная кривая Г1 

соответствует значению запаздывания   0, двухпунк-
тирная кривая Г2 ‒ 0,5 2   , штриховая кривая  

Г3 ‒ 0,5 ,    штрихпунктирная кривая Г4 ‒ 

0,5 3 2.    Амплитуда автоколебаний при   0 обо-

значена как аа. Как видно, амплитудная кривая при 
0,5    незначительно отличается по характеру 

и численно от кривой при   0, но смещена влево – 
в область меньших частот. А в случаях 0,5 2    

и 0,5 3 2    запаздывание сильно влияет на амплиту-

ду – уменьшает ее, особенно при частоте   2 и доста-
точно близких к ней частотах. Тонкими штриховыми 
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линиями на кривых 1Г  и 3Г  показаны неустойчивые 

участки. Колебания устойчивы, если крутизна Q харак-
теристики источника энергии находится в пределах за-
штрихованного сектора. Неустойчивый при идеальном 
источнике энергии и устойчивый (слабо) при неидеаль-
ном источнике участок кривой 1Г  показан тонкой ли-

нией. Для кривой 3Г  на участке между точками А и В 

тонкая штриховая линия соответствует неустойчивым 
колебаниям как при идеальном, так и при неидеальном 
источнике энергии. 

При наличии запаздывания в системе происходят 
такие же эффекты, как и при его отсутствии. Поскольку 
результаты анализа системы (1) и целый ряд эффектов 
при отсутствии запаздывания подробно описаны в [4], 
останавливаться на этом не будем. Заметим лишь то, 
что появление этих эффектов сильно зависит от свойств 
источника энергии. 

Заключение 
 
Рассмотрен самый сложный класс смешанных коле-

баний (взаимодействие автоколебаний, вынужденных 
колебаний и параметрических колебаний) при запазды-
вающей упругости и неидеальном источнике энергии, 
поддерживающем колебания. Результаты получены 
с использованием метода прямой линеаризации. Они 
показывают, что аналогичны тем, которые можно полу-
чить на основе известных методов нелинейной механи-
ки. В то же время метод прямой линеаризации на не-
сколько порядков снижает затраты труда и времени по 
сравнению с известными методами анализа нелинейных 
систем. Это весьма значительно повышает эффектив-
ность метода прямой линеаризации на практике и осо-
бенно ценно с точки зрения расчета реальных объек-
тов различного назначения, поскольку применение его 
достаточно просто. 
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