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 В статье представлены асимптотические поля напряжений у вершины трещины в иде-
ально пластическом материале в условиях смешанного деформирования для плоского
деформированного и плоского напряженного состояний. Цель исследования обусловлена
необходимостью построения аналитического представления поля напряжений в окрестно-
сти вершины трещины для всего диапазона значений параметра смешанности нагружения,
характеризующего тип смешанного деформирования. Вид смешанного деформирования
задается параметром смешанности нагружения, изменяющимся от нуля, что соответствует 
поперечному сдвигу, до единицы, что отвечает нормальному отрыву. Решение статически
определимой задачи отыскания поля напряжений у вершины трещины получено методом
разложения по собственным функциям. Найдены распределения напряжений в полном
диапазоне смешанных форм нагружения от нормального отрыва до поперечного сдвига.
Показано, что решение описывается различными функциональными зависимостями в раз-
ных секторах (в семи секторах – при нагружениях, близких к поперечному сдвигу, в шести –
для значений параметра смешанности от 0,33 до 0,89, и в пяти секторах – при нагружени-
ях, отвечающих значениям параметра смешанности нагружения, больших 0,89 для плоско-
го деформированного состояния; в семи – от 0 до 0,39, пяти – от 0,39 до 1 для плоского 
напряженного состояния). Интересной характерной чертой полученного асимптотического
решения является наличие диапазона значения параметра смешанности нагружения (от
0,89 до 1) для плоского деформированного состояния, при котором решение имеет вид
распределения напряжений при нормальном отрыве. Следовательно, для плоского де-
формированного состояния существует такой диапазон значений параметра смешанности
нагружения, при котором асимптотическое решение описывается соотношениями, не зави-
сящими от значения параметра смешанности нагружения из этого диапазона, и соответст-
вует чистому нормальному отрыву. В случае плоского напряженного состояния такой диа-
пазон отсутствует и решение отражает любое значение параметра смешанности нагруже-
ния. Полученное асимптотическое решение задачи может рассматриваться как 
предельное решение для материала, следующего степенному закону деформационной
теории пластичности или степенному закону Бейли – Нортона. 
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 In the paper presents the asymptotic stress fields in the vicinity of the crack tip in perfectly 
plastic Mises materials under mixed mode loading for a full range of the mode mixities. This ob-
jective is engendered by the necessity of considering all the values of the mixity parameter for the 
full range of the mode mixities both for plane strain and plane stress conditions to grasp stress 
tensor components behaviour in the vicinity of the crack tip as the mixity parameter is changing 
from 0 to 1. To gain a better understanding of the stress distributions, all values of the mixity pa-
rameter within 0.1 were considered and analyzed. The asymptotic solution to the statically deter-
minate problem is obtained using the eigenfunction expansion method. Steady – state stress 
distributions for the full range of the mode mixities are found. The type of the mixed mode loading
is controlled by the mixity parameter changing from zero for pure mode II loading to 1 for pure 
mode I loading. It is shown that the analytical solution is described by different relations in differ-
ent sectors, the value of which is changing from 7 sectors to 5 sectors. At loadings close to pure 
mode II, seven sectors determine the solution whereas six and five sectors define the solution for 
the mixity parameter higher 0.33 and less than 0.89 and higher 0.89 respectively for plane strain 
conditions and seven sectors determine the asymptotic solution for the mixity parameter less than 
0.39, while five sectors determine the solution for other values of the mixity parameter for plane 
stress conditions. The number of sectors depends on the mixity parameter. The angular stress 
distributions are not fully continuous and radial stresses are discontinuous for some values of the 
mixity parameter. It is interesting to note that the characteristic feature of the asymptotic solution
obtained is the presence of a segment of values of the mixity parameter for which the solution 
does not depend on the mixity parameter (the solution does not depend on the mixity parameter 
for the mixity parameter from 0.89 to 1 and the solution coincides with the solution for mode I 
crack in perfect plastic materials for plane strain conditions). Thus, the salient point of the study is 
that the asymptotic solution is described by the same formulae for all values of the mixity parame-
ter from 0.89 to 1 for plane strain. For plane stress conditions this segment can’t be observed. 
The solution in each sector corresponds to the certain value of the mixity parameter. The ob-
tained solutions for plane strain and plane stress conditions can be considered as the limit solu-
tion for power law hardening materials and creeping power law materials. 
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Введение 

 
Несмотря на то, что изучение полей напряжений 

у вершины трещины в идеально пластическом материа-
ле восходит к работам Прандтля [1] и является класси-
ческой проблемой механики упругопластического раз-
рушения, вопросы определения напряженно-деформи-
рованного состояния в жестко идеально пластическом 
и упругом идеально пластическом материале продол-
жают вызывать интерес в научном сообществе, особен-
но в связи с необходимостью математического описа-
ния полей напряжений у вершины трещины в условиях 
смешанного нагружения в материалах с нелинейными 
определяющими уравнениями [2–14]. Результаты ис-
следований [2–14], полученные в самое последнее вре-
мя и касающиеся более точного и аккуратного описания 
напряженно-деформированного состояния вблизи вер-
шины трещины в упругопластических материалах, опи-
раются на теоретические, экспериментальные и числен-
ные решения, ставшие уже классическими результатами 
нелинейной механики разрушения [15–23]. Например, 
в статье [2], где исследуется возможность распростра-
нения имеющихся асимптотических решений двумер-
ных задач для идеально пластического материала на 

трехмерный случай, дано обобщение решений плоских 
задач механики трещин для упругопластического мате-
риала на случай пространственных проблем.  

В [3] авторы отмечают, что многочисленные иссле-
дования показали существенное значение стесненной 
деформации в вершине трещины при изучении распро-
странения трещины в рамках механики упругопласти-
ческого разрушения и что влияние стесненности де-
формации (влияние геометрии нагружаемого образца 
и условий нагружения) подробно изучено в основном 
для задач чистого отрыва. Очень мало работ посвящено 
рассмотрению влияния стесненности деформации 
в вершине трещины на разрушение типа II или смешан-
ного типа I/II в металлических материалах. Поэтому 
в [3] проведено численное исследование параметра 
стесненности деформации при сдвиговом нагружении 
для образца в условиях чистого сдвига. С помощью ме-
тода конечных элементов проведено моделирование 
образца, находящегося в условиях чистого сдвига, 
а также изучен диапазон допустимых значений пара-
метра стесненности сдвиговой деформации. 

В [4] получены оценки областей пластического те-
чения вблизи краевых надрезов в условиях смешанного 
нагружения, полученные с помощью метода конечных 
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элементов. Продемонстрирована геометрия пластиче-
ских зон у вершины надрезов вдоль фронта трещины по 
толщине образца в трехмерной постановке упругопла-
стической задачи. 

В [5] в качестве основного метода исследования по-
лей напряжений и перемещений у вершины трещины 
используются методы асимптотического анализа и син-
теза, являющиеся классическими, стандартными мето-
дами анализа напряженно-деформированного состояния 
у вершины трещины, активно применяющимися в на-
стоящее время для материалов с нелинейными опреде-
ляющими уравнениями [7, 24–29]. 

В [6] представлен анализ процесса гибки металли-
ческого листа с возможностью образования трещин на 
поверхности. Для прогнозирования разрушения полу-
чено решение задачи гибки листа в условиях плоского 
деформированного состояния методом графического 
построения линий скольжения в идеально пластическом 
материале. В [7] приводится математическая постановка 
задачи о центральной трещине в пластине из упроч-
няющегося упругопластического материала в условиях 
плоского деформированного состояния. Получено чис-
ленно-аналитическое решение задачи с использованием 
методов асимптотического анализа. В работе предлага-
ется методика определения коэффициента нелинейно-
сти, характеризующего нелинейность диаграммы де-
формирования упругопластического материала.  

В [8] дана экспериментальная оценка области пла-
стического течения в условиях усталостного нагруже-
ния. Авторы [8] с помощью метода корреляции цифро-
вых изображений и его комбинации с конечно-
элементным анализом получили конфигурации области 
пластического течения у вершины усталостной трещи-
ны для различных режимов: от маломасштабного пла-
стического течения до развитых пластических дефор-
маций. Работа [9] также посвящена усталостному росту 
трещины, однако рассматривается смешанное нагруже-
ние и используется сканирующий электронный микро-
скоп для экспериментального определения направления 
роста трещины в условиях смешанного нагружения. 
В [10] обсуждаются экспериментальные методики опре-
деления зон пластического течения у вершины трещины. 

В [11] авторы используют пластический коэффици-
ент интенсивности напряжений для установления связи 
между двухосностью нагружения, свойствами материа-
ла и условиями пластического течения: от маломас-
штабного до развитого пластического течения в окрест-
ности вершины трещины. Работа [12] посвящена теоре-
тическому изучению параметров стесненности и их 
влияния на конфигурацию областей пластического те-
чения у вершины трещины. В статье предложены новые 
параметры, эффективно описывающие пластические 
зоны у вершин трещин нормального отрыва и попереч-
ного сдвига. Показано, что эти параметры хорошо опи-
сывают пластическую зону как в условиях маломас-
штабного пластического течения, так и в условиях уме-
ренного пластического течения. 

Авторы статей [13, 14] с помощью методов асим-
птотического анализа построили поля напряжений 
у вершины трещины вблизи трещины в условиях сме-
шанного нагружения и V-образного выреза для степен-
ного закона Бейли – Нортона теории установившейся 
ползучести. В [13, 14] основным методом исследования 
является метод разложения по собственным функциям, 
приводящий к нелинейным задачам на собственные 
значения. В случае трещины и V-образного выреза 
в материале со степенным законом Бейли – Нортона 
теории установившейся ползучести в условиях смешан-
ного нагружения нелинейные задачи на собственные 
значения решаются численно с помощью метода мно-
гопараметрической пристрелки, результаты которого 
требуют дополнительной проверки и обоснования. Хо-
рошо известно, что в предельном случае, когда показа-
тель нелинейности в степенных определяющих уравне-
ниях увеличивается, поведение материала приближает-
ся к поведению идеально пластического материала. 
Поэтому представляется важным иметь аналитические 
выражения для компонент тензора напряжений в пре-
дельном случае идеально пластического материала 
в условиях смешанного нагружения, чему и посвящена 
настоящая работа. 

Первыми работами, в которых были исследованы 
асимптотические механические поля вблизи вершины 
трещины в упрочняющемся по степенному закону ма-
териале при смешанном деформировании и получены 
аналитические представления для поля напряжений 
в окрестности вершины трещины в идеально пластиче-
ском материале в условиях смешанного нагружения, 
являются работы Ши [15, 16]. В [15] был впервые вве-
ден параметр смешанности нагружения, характеризую-
щий вид смешанного нагружения, 

 
 
 

, 02
arctg lim

, 0
p

r
r

r
M

r





   
  
     

,  (1) 

где ( , )ij r   – компоненты тензора напряжений в по-

лярной системе координат ,r   с полюсом в вершине 

трещины. 
Ши [16] впервые получил асимптотические поля 

напряжений у вершины трещины при смешанном на-
гружении и угловые распределения компонент тензора 
напряжений у вершины трещины в условиях смешанно-
го нагружения для степенного закона упрочнения для 
плоского деформированного состояния и рассмотрел 
предельный случай идеально пластического материала, 
для которого приведены аналитические выражения поля 
напряжений для четырех значений параметра смешан-

ности нагружения 0,0; 54,0;84,1.pM     Таким образом, 

в работе [16] рассмотрены два значения параметра сме-
шанности нагружения, соответствующие чистому попе-
речному сдвигу и чистому нормальному отрыву, и два 
значения параметра смешанности нагружения, отве-
чающие непосредственно смешанному нагружению. 
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Для значения показателя упрочнения 13n   приведено 
сравнение угловых распределений компонент тензора 
напряжений, построенных численно, с аналитическим 
решением, найденным для идеально пластического ма-
териала. Сравнение показывает их хорошее совпадение. 
Дальнейшее изучение поля напряжений у вершины 
трещины в идеально пластическом теле шло по двум 
направлениям: 1) построение поля напряжений для все-
го диапазона значений параметра смешанности нагру-
жений и 2) устранение скачка радиальной компоненты 
тензора напряжений и построение непрерывного поля 
напряжений в окрестности вершины трещины, что дос-
тигается за счет введения упругих секторов в окрестно-
сти вершины трещины. Так, одной из классических ра-
бот в построении асимптотических полей напряжений 
в окрестности вершины трещины в упругом идеально 
пластическом материале стало исследование [17], где 
построено асимптотическое решение статически опре-
делимой задачи для поля напряжений в окрестности 
вершины трещины в условиях смешанного нагружения 
в предположении реализации плоского деформирован-
ного состояния. Авторы показали, что асимптотическое 
решение хорошо согласуется с конечно-элементным 
решением для целого ряда значений параметра смешан-
ности нагружения. В работе [17] подробно рассмотрены 
четыре значения параметра смешанности нагружения 

0,16; 0,54; 0,7; 0,84pM      для нагрузок, при которых 

область пластического течения охватывает не всю окре-
стность вершины трещины и имеются упругие секторы 
в окрестности вершины трещины. С помощью двух до-
пущений: 1) об ограниченности поля напряжений 
и 2) о непрерывности всех компонент тензора напряже-
ний – авторам удалось построить асимптотическое ре-
шение задачи для трех указанных значений параметра 
смешанности нагружения. Несмотря на приведенный 
детальный анализ секторов, формирующих поле напря-
жений, в статье [17] не получено решение для всех зна-
чений параметра смешанности нагружения. Кроме того, 
при более высоких нагрузках пластическая область мо-
жет охватывать всю окрестность вершины трещины 
(без упругих секторов) [18], а для таких смешанных 
нагружений асимптотические решения, по всей видимо-
сти, отсутствуют. 

Проблема построения аналитических решений для 
поля напряжений вызывает интерес и в настоящее вре-
мя [2, 12, 14, 17]. Так, в [19] проанализированы асим-
птотические поля напряжений у вершины стационарной 
трещины отрыва в условиях плоского деформированно-
го состояния в несжимаемом материале. Предложено  
5-секторное решение, включающее в себя в качестве 
частных случаев решения, полученные в [20, 21]. 

К построению поля напряжений у вершины трещи-
ны в упругом идеально пластическом материале при 
смешанном нагружении в условиях плоского напря-
женного состояния позже обращались и другие иссле-
дователи [22]. В [22] построено непрерывное поле на-

пряжений в окрестности вершины трещины в условиях 
плоского напряженного состояния с использованием 
упругих секторов вблизи вершины трещины. Таким 
образом, можно заключить, что свойственное отсутст-
вие непрерывности радиального напряжения в решении 
для идеально пластического материала снимается путем 
введения упругих зон в окрестности вершины трещины. 
Тем не менее решение для идеально пластического ма-
териала представляет собой предельное решение для 
полей напряжений Хатчинсона – Райса – Розенгрена 
[23–25] в окрестности вершины трещины в упрочняю-
щемся по степенному закону материале. При построе-
нии угловых распределений компонент тензора напря-
жений в упрочняющихся по степенному закону мате-
риалах и в материалах, следующих степенному закону 
ползучести Бейли – Нортона, очень важным оказывает-
ся знание закономерностей угловых распределений 
компонент тензора напряжений для смешанного дефор-
мирования [14, 26–32]. Мотивом настоящего исследова-
ния послужило отсутствие аналитических представлений 
для компонент тензора напряжений в окрестности вер-
шины трещины в идеально пластическом материале 
в полном диапазоне смешанных форм нагружения от 
чистого поперечного сдвига до чистого нормального от-
рыва и анализ угловых распределений напряжений для 
различных значений параметра смешанности нагруже-
ния. Поэтому целью настоящей работы является асим-
птотический анализ поля напряжений в окрестности 
вершины трещины в идеально пластическом материале 
в условиях смешанного нагружения в предположении 
реализации плоского напряженного и плоского дефор-
мированного состояния без предположения существова-
ния упругих зон в окрестности вершины.  

 
1. Математическая постановка задачи  
и основные уравнения 

 
Определение напряженного состояния в окрестно-

сти вершины трещины в идеально пластическом мате-
риале приводит к необходимости решения следующей 
системы уравнений: 

– уравнений равновесия  

 

1
0,

21
0,

r rrrr

r r

r r r

r r r

 

  

  
  

 
  

  
 

 (2) 

– условия пластического течения 

 
 2 2 2

2 2 2 2

4 4 ,

3 3 ,

rr r

rr rr r

k

k

 

  

     

       
 (3) 

где / 3Yk   , Y  – предел текучести при растяжении 

для плоского деформированного и плоского напряжен-
ного состояния соответственно.  
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Граничные условия задачи есть условия отсутствия 
поверхностных усилий на берегах трещины 

    , 0, , 0.rr r            (4) 

Вид смешанного нагружения характеризуется зна-
чением параметра смешанности нагружения pM  (1). 
Заданное значение параметра смешанности нагружения 
замыкает математическую постановку задачи.  

 
2. Асимптотическое решение задачи.  
Плоское деформированное состояние 

 
Распределение напряжений в окреcтности вершины 

трещины можно получить следующим образом. Опира-
ясь на асимптотический анализ уравнений равновесия, 
проведенный в [33] и дополнительно представленный 
в [17], можно разыскивать напряжения в непосредст-
венной окрестности вершины трещины в виде разложе-
ния по собственным функциям 

      (0) (1), , 0.ij ij ijr r r          (5) 

В дополнение можно отметить, что в случае плоско-
го деформированного состояния справедливо равенство 

33 0  . Исходя из этого равенства, как по уравнениям 

теории течения, так и по уравнениям деформационной 
теории, справедливо соотношение 11 22( ) / 2    . По-

этому напряжения в окрестности вершины трещины ог-
раничены и их можно искать в асимптотической фор-
ме (5). Подставляя асимптотическое разложение (5) 
в разрешающую систему уравнений (2), (3) и пренебрегая 
малыми при 0r   величинами, приходим к системе 
обыкновенных дифференциальных уравнений 

 (0) (0) (0) (0) (0)
, ,0, 2 0r rr r                (6) 

и алгебраическому условию пластического течения 

    2 2(0) (0) (0) 24 4 .rr r k        (7) 

Условие пластического течения (7) будет тождест-
венно выполнено, если положить 

 

 
 

(0) (0) (0)

(0) (0) (0)

(0) (0)

cos 2 ( ),

cos 2 ( ),

sin 2 ( ),

rr

r

k

k

k





      

      

   

 (8) 

где  (0) (0), ( )     – функции, подлежащие определе-

нию в ходе решения задачи. 
Исследование системы уравнений (6), (7) вместе 

с граничными условиями на берегах трещины (4) приво-
дит к хорошо известным распределениям для трещин 
нормального отрыва [34–37], состоящим из пяти секторов:  

(0) (0) (0)

3 4,

1 1 1 1 1
cos 2 , cos 2 , sin 2 ,

2 2 2 2 2rr r 

     


           

/
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3 4 4,

1 3 1
, ,

2 4 2rr r 

     

 
        

/ /
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4 4,
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cos 2 , cos 2 , sin 2 ,
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    

  
            
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 (9) 
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

           
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и поперечного сдвига, состоящим из семи секторов:  

1 2
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6 7
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В соотношениях (9) и (10) все компоненты тензора 
напряжений отнесены к пределу текучести при чистом 
сдвиге k  и записаны в безразмерной форме. Пользуясь 
распределением напряжений (10), справедливым для 
трещины поперечного сдвига в идеально пластическом 
материале, можно построить решение для произвольно-
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го значения параметра смешанности нагружения pM  
(1). Обобщение формул (10) на случай смешанного на-
гружения включает семь секторов и имеет вид:  
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В выражения (11) входит параметр смешанности 
нагружения: на отрезке 4 5      компоненты тензора 

напряжений определяются соотношениями, найденны-
ми с помощью определения параметра смешанности 
нагружения (1) и общей структуры решения задачи (8): 

(0) (0) (1 2)tg( 2),p
rr M      / /  что позволяет полу-

чить решения для различных значений .pM  Неизвест-

ные углы 3 4 5 6, , ,     определяются из условий непре-

рывности компонент тензора напряжений  (0)
   

и  (0)
r   на лучах, разделяющих сектора. Формулируя 

условия непрерывности на лучах 4 ,    можно полу-

чить выражения для углов 3 4, :   
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 (12) 

Формулируя условия непрерывности компонент 

 (0)
   и  (0)

r   на луче 6   , можно получить вы-

ражения для углов 5 6,  : 
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Из соотношений (13) следует, что при 

0,3301952pM   угол 6  становится равным 3 / 4  

и область 6 7      исчезает из решения. Следова-

тельно, распределение (11) справедливо для всех значе-
ний параметра смешанности нагружения из диапазона 

0 0,3301952.pM   При значениях параметра сме-

шанности нагружения, превышающих 0,3301952,pM   

асимптотическое решение задачи определяется соотно-
шениями, образующими шесть секторов: 
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    

          / / /

 

 

 

 

3 4

(0)
3 3

(0)
3 3

(0)
3

,

1 3 1
cos 2 3 4 ,

2 4 2
1 3 1

cos 2 3 4 ,
2 4 2

1
sin 2 3 4 ,

2

rr

r





    
           

 
          

        

/

/

/

 

 
4 5

(0) (0) (0)

,

(1/ 2)tg( 2), 1 2,p
rr rM 

    

        / /

 (14) 

 
 

 

5 6

(0)
5 5

(0)
5 5

(0)
5

,

(1 2)tg( 2) (1 2)cos 2 4 ,

(1 2)tg( 2) (1 2)cos 2 4 ,

(1 2)sin 2 4 ,

p
rr

p

r

M

M



    

         

         
       

/ / / /

/ / / /

/ /

 

(0)
6

(0) (0)

1 1
cos 2 ,

2 2
1 1 1

cos 2 , sin 2 .
2 2 2

rr

r 

         

       


 

Углы 3 4,   вычисляются с помощью формул (12), 

поскольку в области 0     решение сохраняет 

свою структуру, а углы 5 6,   находятся из уравнений 

5 6 5 6

6 5 6

1 1 1 1
tg cos 2 cos 2 ,

2 2 2 4 2 2

sin 2 sin 2 .
4

pM
                

   
       

 
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Результаты решения задачи представлены на рис. 1–3, 
на которых приведены угловые распределения компо-
нент тензора напряжений, определяемые соотношения-
ми (11) и (14).  

 

Рис. 1. Распределения радиального напряжения (0)
rr  в окрестности 

вершины трещины для различных значений параметра смешанности  
              нагружения (плоское деформированное состояние) 

Fig. 1. Distributions of the radial stress (0)
rr  in the vicinity of the crack 

tip for different values of the mixity parameter (plane strain condition) 

 

Рис. 2. Распределения тангенциального напряжения  
в окрестности вершины трещины для различных значений  
параметра смешанности нагружения (плоское деформированное  
                                            состояние) 

Fig. 2. Distributions of the circumferential stress (0)
  in the  

vicinity of the crack tip for different values of the mixity parameter  
                                   (plane strain condition) 

Следует отметить, что при значениях параметра 
смешанности нагружения, близких к единице (при на-
гружениях, близких к нормальному отрыву), решение 
обладает особенностью. Можно было бы ожидать, что 
при стремлении параметра смешанности к единице 
распределение (14) будет непрерывным образом стре-
миться к решению (9). Однако не существует конечно-
го предела функций, которыми задается решение, 

в областях 4 5      и 5 6      при 1.pM   Ана-

лиз решения (14) при увеличении параметра смешанности 
наружения показал, что угловые распределения компонент 
тензора напряжений выходят на решение, отвечающее 

нормальному отрыву при 0,8896724.pM   

 

Рис. 3. Распределения касательного напряжения (0)
r  в окрестности  

вершины трещины для различных значений параметра  
мешанности нагружения (плоское деформированное состояние) 

Fig. 3. Distributions of the shear stress (0)
r  in the vicinity of the crack 

tip for different values of the mixity parameter (plane strain condition) 

Для всех значений параметра смешанности нагружения 

из отрезка 0.8896724 1pM   решение описывается фор-
мулами (9), отвечающими чистому нормальному отрыву 
(см. рис. 1–3) (решение включает пять секторов). На рис. 1–3 
можно ясно видеть переход от чистого поперечного сдвига 
к чистому нормальному отрыву. Кривая красного цвета на 
каждом из рисунков показывает распределение компонент 
тензора напряжений для чистого поперечного сдвига (пер-

вый предельный случай 0pM  ): компоненты тензора на-

пряжений (0) (0),rr    являются антисимметричными относи-

тельно оси ординат, тогда как касательное напряжение (0)
r  

симметрично. Кривые, изображенные синими точками, от-
вечают второму предельному случаю – чистому нормаль-
ному отрыву ( 1pM  ). Здесь, напротив, компоненты 

(0) (0),rr    симметричны относительно оси ординат, а каса-

тельное напряжение (0)
r  – антисимметрично. 

 
3. Асимптотическое решение задачи.  
Плоское напряженное состояние 

 
В случае плоского напряженного состояния асим-

птотическое решение задачи будем также искать в фор-
ме (5). Справедливы уравнения равновесия (6), но усло-
вие пластического течения имеет вид 

      2 2 2(0) (0) (0) (0) (0) 23 3rr rr r k           . (15) 

Условию пластического течения для плоского на-
пряженного состояния (15) можно тождественно удов-
летворить, если положить [37, 38] 
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 (0) (0) (0)cos , 2 cos , sin .rr rk k k           (16) 

Известно и иное распределение компонент тензора 
напряжений, приводящее к тождественному выполне-
нию условия пластического течения [30, 38]: 

 

   
   

   

(0)

(0)

(0)

cos 2 sin 2 ,

cos 2 sin 2 ,

sin 2 cos 2 ,

rr

r

a b c

a b c

b c





       

       

       

 (17) 

где , ,a b c  – такие постоянные, что  

 2 2 2 23 3 3a b c k   . (18) 

Хорошо известны решения для задач о трещинах 
нормального отрыва [30, 38, 39] (здесь и далее напря-
жения отнесены к пределу текучести k ):  

1

(0) (0) (0)

0 ,

2 1
2 cos , sin ,

3 3
rr r 

   

       

 

 

   

   

   

   

   

 

1 2

(0)
2 2

2 2 2

(0)
2 2

2 2 2

(0)
2 2

2 2

,

1 1
1 3cos 2 1 cos 2

4 4
1

cos 2 sin 2 sin 2 ,
2

1 1
1 3cos 2 1 cos 2

4 4
1

cos 2 sin 2 sin 2 ,
2

1
1 cos 2 sin 2

4
1

sin 2 cos 2 ,
2

rr

r






     

        


       

        


    


       

     


 (19) 

2

(0) (0) (0)

,

1 1 1 1 1
cos 2 , cos 2 , sin 2 ,

2 2 2 2 2rr r 

    


            

 

где углы 1 21,39233 79,77 , 2,63960 151,24         

определяются из решения системы трансцендентных 
уравнений  

 

   

 

     

1 2

1 2 2 1 2

1 2

2 1 2 2 1 2

1 1
sin 1 cos 2

43
1

sin 2 sin 2 cos 2 ,
2

2 1
cos 1 3cos 2

43
1 1

1 cos 2 cos 2 sin 2 sin 2 ,
4 2

     

        

     

          

 

и поперечного сдвига [36] в идеально пластическом 
материале 

1

(0) (0) (0)

,

1 1 1 1 1
cos 2 , cos 2 , sin 2 ,

2 2 2 2 2rr r 

    


           

 

   
1 2

(0) (0) (0)
3 3

,

2 1
2 cos , sin ,

3 3
rr rc c 

    

       

 

 

   

     

   

     

   

   

2 3

(0)
2 3 2 3

2 2 3 2

(0)
2 3 2 3

2 2 3 2

(0)
2 3 2

2 3 2

,

3 1
cos cos

2 2 3
1

cos 2 sin sin 2 ,
3

3 1
cos cos

2 2 3
1

cos 2 sin sin 2 ,
3

1
cos sin 2

2 3
1

sin cos 2 ,
3

rr

r

с с

с

с с

с

с

с






    


        

     


       



     



     



   


 (20) 

3 4

(0) (0) (0)

,

2 1
2 sin , cos ,

3 3
rr r 

    

        

 

   

     

   

     

   

   

4 5

(0)
5 2 5 2

5 5 2 5

(0)
5 2 5 2

5 5 2 5

(0)
5 2 5

5 2 5

,

3 1
cos cos

2 2 3
1

cos 2 sin sin 2 ,
3

3 1
cos cos

2 2 3
1

cos 2 sin sin 2 ,
3

1
cos sin 2

2 3
1

sin cos 2 ,
3

rr

r

с с

с

с с

с

с

с






    


        

     


       



     



     



   


 

   
5 6

(0) (0) (0)
2 2

,

2 1
2 cos , sin ,

3 3
rr rc c 

    

       

 

6

(0) (0) (0)

,

1 1 1 1 1
cos 2 , cos 2 , sin 2 .

2 2 2 2 2rr r 

    


            

 

В асимптотическом решении (20) углы 1 2 3 4, , , ,     

5 6,   и константы 2 3,с с  определяются из условий непре-

рывности тангенциального и касательного напряжений на 
лучах, разделяющих сектора, – условий, приводящих к 
необходимости решения следующих систем уравнений. 
Угол 6 и константа 2с  находятся из системы уравнений 
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   

   

6 2 6

6 2 6

2 1
cos 1 cos 2 ,

23
1 1

sin sin 2 .
23

c

c

     

   
 (21) 

Угол 1  и константа 3с  находятся из системы урав-

нений 

 

   

   

1 3 1

1 3 1

2 1
cos 1 cos 2 ,

23
1 1

sin sin 2 .
23

c

c

    

    
 (22) 

Углы 2 3,   вычисляются с помощью системы урав-

нений 

 

 

   

   

   

   

3 2 3

2 3 3 2

2 3 3 2

3 2 3 3 2

2 3 3 2

2 3
sin cos

23
1

cos cos 2
2 3

1
sin sin 2 ,

3
1 1

cos cos sin 2
3 2 3

1
sin cos 2 .

3

c

c

c

c

c

     

      

     

       

     

 (23) 

Углы 4 5,   вычисляются с помощью системы урав-

нений 

 

 

   

   

   

   

4 5 2

5 2 4 5

5 2 4 5

4 5 2 4 5

5 2 4 5

2 3
sin cos

23
1

cos cos 2
2 3

1
sin sin 2 ,

3
1 1

cos cos sin 2
3 2 3

1
sin cos 2 .

3

c

c

c

c

c

     

      

     

      

    

 (24) 

Обобщение представления (20) на случай смешан-
ного нагружения позволяет получить асимптотическое 
решение для значений параметра смешанности нагру-
жения, близких к поперечному сдвигу. Анализ соотно-
шений (20) указывает на их справедливость для сме-
шанного нагружения с заменой решения в секторе 

3 4      на выражения 

   
3 4

(0) (0) (0)
1 1

2 1
2 cos , sin ,

3 3
rr rс с 

    

       

 

где константа определяется из соотношения (1) и 

 1

1
arcctg tg

2 2
pс M

      
  

 (25) 

отражает вид смешанного нагружения. Аналитическое 
решение (20) для других секторов сохраняется и для 
смешанного нагружения. Таким образом, для смешан-
ного нагружения поле напряжений определяется раз-
личными зависимостями в семи секторах: 

1

(0) (0) (0)1 1 1 1 1
cos 2 , cos 2 , sin 2 ,

2 2 2 2 2rr r 

    


           

 

   
1 2

(0) (0) (0)
3 3

2 1
2 cos , sin ,
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Появление в решении константы 1с  (переход к рас-

смотрению смешанного нагружения) приводит к изме-
нению углов 2 3,  , которые в случае смешанного на-

гружения определяются из системы уравнений 

 

   

   

   
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1
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3

c c

c

c

c c

c

     

      
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     

         

 (27) 

Углы 4 5,   в случае смешанного нагружения вы-

числяются с помощью системы уравнений 

 

   
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3
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c

c
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c

     
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     

         

 (28) 

При приближении значения параметра смешанности 

нагружения к 0,3918025pM   углы 2 3,   приближаются 

друг к другу и совпадают для приведенного значения па-
раметра смешанности нагружения, поэтому асимптотиче-
ское решение (26), состоящее из семи секторов, редуциру-
ется к решению, состоящему из пяти секторов:  
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 (29) 
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Значения углов 1 2,   определяются из системы 

тригонометрических уравнений 
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 (30) 

Значения углов 3 4,   определяются из системы 

тригонометрических уравнений 
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1
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c

c
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 (31) 

Таким образом, два представления (26) и (29) пол-
ностью описывают поле напряжений в окрестности 
вершины трещины в идеально пластическом материале 
при условии, что пластическое течение охватывает 
вершину трещины. Представление (26) дает поле на-
пряжений для значений параметра смешанности нагру-
жения при значениях параметра смешанности нагруже-

ния, меньших 0,3918025.pM   Параметры, входящие 

в зависимости (26), вычисляются с помощью уравнений 
(21), (22) и (27), (28). В случае смешанного нагружения, 
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отвечающего значениям параметра смешанности на-

гружения, большим 0,3918025,pM   решение описы-

вается формулами (29), в которых значения углов вы-
числяются из уравнений (30) и (31). Результаты вычис-
лений показаны на рис. 4–6, где приведены угловые 
распределения компонент тензора напряжений для всех 
значений параметра смешанности нагружения (в пол-
ном диапазоне смешанных форм деформирования от 
чистого поперечного сдвига до чистого нормального 
отрыва, когда параметр смешанности нагружения про-
бегает значения от нуля до единицы).  

 

Рис. 4. Распределения радиального напряжения в окрестности  
вершины трещины для различных значений параметра  
   смешанности нагружения (плоское напряженное состояние) 

Fig. 4. Distributions of the radial stress (0)
rr  in the vicinity of the crack 

tip for different values of the mixity parameter (plane stress condition) 

Следует отметить, что в случае плоского напряжен-
ного состояния константа 1с , связанная с параметром 

смешанности нагружения уравнением (25), принимает 
значения 2/  для поперечного сдвига и нуль – для нор-

мального отрыва. При стремлении константы 1с  к нулю 

имеется конечный предел компонент тензора напряже-
ний в уравнениях (29). Поэтому, как видно из рис. 4–6, 
увеличивая параметр смешанности нагружения до 1, 
можно получить распределение напряжений, соответст-
вующее нормальному отрыву, в отличие от ранее рас-
смотренного случая плоского деформированного со-
стояния. 

Наглядную картину распределения радиального на-
пряжения у вершины трещины при изменении парамет-
ра смешанности нагружения дают рис. 7–13, показы-
вающие радиальное напряжение для трещины попереч-
ного сдвига (рис. 7, а), для смешанного нагружения 
(см. рис. 7–13) и для трещины нормального отрыва 
(рис. 13, б).  

 

 

Риc. 5. Распределения тангенциального напряжения в окрестности  
вершины трещины для различных значений параметра  
   смешанности нагружения (плоское напряженное состояние) 

Fig. 5. Distributions of the circumferential stress (0)
  in the vicinity of 

the crack tip for different values of the mixity parameter (plane stress  
                                          condition) 

 

Рис. 6. Распределения касательного напряжения (0)
r  в окрестности 

вершины трещины для различных значений параметра  
   смешанности нагружения (плоское напряженное состояние) 

Fig. 6. Distributions of the shear stress (0)
r  in the vicinity of the crack 

tip for different values of the mixity parameter (plane stress condition) 

Из рис. 9 видно, что радиальное напряжение  
претерпевает резкие изменения вблизи     при  
переходе от значения параметра смешанности нагру-

жения 0,39pM   к значению 0,45,pM   что может 

вызвать сложности при реализации метода двухпара-
метрической пристрелки для построения численных  
и асимптотических решений задач определения поля 
напряжений у вершины трещины в условиях смешан-
ного нагружения в материалах, подчиняющихся  
степенному закону деформационной теории пластич-
ности и степенному закону установившейся  
ползучести [38–44]. 
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а       б 

Рис. 7. Распределения радиального напряжения в окрестности вершины трещины поперечного сдвига  

0pM   (а) и для смешанного нагружения 0,1pM   (б) 

Fig. 7. Distributions of the shear stress (0)
rr  in the vicinity of the crack tip for mode II crack (а)  

and for mixed mode crack 0.1pM   (b) 

 

а        б 

Рис. 8. Распределения радиального напряжения в окрестности вершины в условиях смешанного нагружения  

при 0,2pM   (а) и 0,3pM   (б) 

Fig. 8. Distributions of the shear stress (0)
rr  in the vicinity of the crack tip for mixed mode crack 0.2pM   (а)  

and 0.3pM   (b)  

 

а        б 
Рис. 9. Распределения радиального напряжения в окрестности вершины в условиях смешанного нагружения  

при 0,39pM   (a) и 0,45pM   (б) 

Fig. 9. Distributions of the shear stress (0)
rr  in the vicinity of the crack tip for mixed mode crack 0.39pM   (а)  

and 0.45pM   (b)  
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а        б 

Рис. 10. Распределения радиального напряжения в окрестности вершины в условиях смешанного нагружения  

при 0,5pM   (а) и 0,6pM   (б) 

Fig. 10. Distributions of the shear stress (0)
rr  in the vicinity of the crack tip for mixed mode crack 0.5pM   (a)  

and 0.6pM   (b)  

 

а        б 

Рис. 11. Распределения радиального напряжения в окрестности вершины в условиях смешанного нагружения  

при 0,7pM   (а) и 0,8pM   (б) 

Fig. 11. Distributions of the shear stress (0)
rr  in the vicinity of the crack tip for mixed mode crack 0.7pM   (a)  

and 0.8pM   (b)  

 

а        б 

Рис. 12. Распределения радиального напряжения в окрестности вершины в условиях смешанного нагружения  

при 0,88pM   (а) и 0,95pM   (б) 

Fig. 12. Distributions of the shear stress (0)
rr  in the vicinity of the crack tip for mixed mode crack 0.88pM   (a)  

and 0.95pM   (b)  
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Рис. 13. Распределения радиального напряжения в окрестности вершины в условиях смешанного нагружения  

при 0,985pM   (а) и 1pM   (б) 

Fig. 13. Distributions of the shear stress (0)
rr  in the vicinity of the crack tip for mixed mode crack 0.985pM   (a)  

and 1pM   (b) 

Выводы и обсуждение результатов 
 

В статье получены аналитические решения задач 
определения напряженного состояния у вершины тре-
щины в идеально пластическом материале в условиях 
смешанного нагружения в предположении, что область 
пластического течения полностью охватывает вершину 
трещины для случаев плоского деформированного 
и плоского напряженного состояний.  

Асимптотические решения получены для всего диа-
пазона значений параметра смешанности нагружения, 
задающего вид деформирования. Полученные решения 
позволяют для указанного значения параметра смешан-
ности нагружения построить угловые распределения 
компонент тензора напряжений.  

Интересной и важной особенностью рассмотренно-
го класса задач для плоского деформированного со-
стояния является наличие отрезка значений параметра 
смешанности нагружения, для которого решение зада-
ется выражениями, не зависящими от параметра сме-

шанности (справедливы единые зависимости (9) для 
всех значений параметра смешанности из отрезка 

0,8896724 1pM  ). Для данного диапазона значений 

параметра смешанности нагружения трещина ведет себя 
как трещина отрыва, несмотря на наличие сдвиговой 
нагрузки.  

Построенные аналитические решения могут быть 
полезным для получения угловых распределений ком-
понент тензора напряжений в материале, упрочняю-
щемся по степенному закону, или для материала, сле-
дующего степенному закону теории установившейся 
ползучести, в условиях смешанного нагружения для 
больших значений показателя нелинейности материала, 
поскольку, как правило, при построении численного 
решения применяется метод многопараметрической 
(параллельной или множественной) пристрелки [40–47] 
и его результаты нуждаются в дополнительном обосно-
вании и верификации, что и позволят сделать найден-
ные аналитические зависимости. 
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