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УДК 539.3 

МЕТОД ПЕРЕСЧЕТА ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЙ ДИАГРАММЫ КРУЧЕНИЯ 

ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО ОБРАЗЦА НА ДИАГРАММУ ДЕФОРМИРОВАНИЯ  

МАТЕРИАЛА 

В.В. Стружанов, Д.И. Вичужанин 

Институт машиноведения УрО РАН, Екатеринбург, Россия 

О  СТАТЬЕ 
 

АННОТАЦИЯ 

Получена: 21 марта 2018 г. 

Принята: 04 июня 2018 г. 

Опубликована: 29 июня 2018 г. 

 Основная проблема при диагностике и контроле заключается в том, что подавляющее 
число физических величин не может быть измерено непосредственно. Непосредственному 
измерению поддается лишь ограниченный набор физических параметров, на величину кото-
рых остальные (неизмеряемые) параметры оказывают лишь опосредованное влияние. От-
сюда возникает задача определения физических величин по результатам их проявлений.  
К этой же проблеме относится и определение свойств материалов на всех этапах деформи-
рования, включая и стадию разупрочнения, что является достаточно трудоемкой задачей. 
Сложность проблемы состоит в том, что на закритической стадии материал физически неус-
тойчив. Поэтому требуются специальные устройства для получения характеристик материа-
ла, причем зачастую их не удается получить даже при помощи отнюдь не тривиальных тех-
нических приспособлений. Одним из реальных путей решения данной проблемы является 
проведение испытаний особых конструктивных элементов с последующим пересчетом полу-
ченных данных на свойства материала. В данной работе излагается известная методология 
решения обратных некорректных задач, разработанная А.Н. Тихоновым и В.К. Ивановым, 
которая основывается на методе подбора и понятии квазирешения. В качестве примера рас-
сматривается задача об определении диаграммы деформирования материала с падающей 
ветвью в координатах «главные касательные напряжения – сдвиги» по диаграмме кручения 
цилиндрического образца. Показано, что эта задача требует решения интегрального уравне-
ния Вольтерра первого рода и, следовательно, является некорректной задачей. После све-
дения к системе алгебраических уравнений с использованием метода трапеций вычисления 
определенных интегралов при неточной правой части эта система дает характерное пилооб-
разное решение. Регуляризация решения осуществляется методом подбора в специальной 
интерпретации. В работе приведены экспериментальные данные, полученные при кручении 
цилиндрических образцов из стали Ст3сп. Изложенная методика применена для пересчета 
диаграммы кручения образца на диаграмму деформирования материала с падающей ветвью 
при чистом сдвиге. 
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 The main problem with diagnostics and testing is that the overwhelming number of physical 
quantities cannot be measured directly. Only a limited number of physical quantities can be 
measured directly, the values of these physical quantities being indirectly influenced by the other 
(unmeasurable) parameters. Hence the problem arises to determine physical quantities by the 
results of their manifestations. The same problem concerns the determination of material proper-
ties in all the stages of deformation, including the softening stage. This problem is rather labori-
ous. The complexity of the problem is that the material is physically instable at the stage of strain 
softening. Thus, special devises are needed to obtain material characteristics. Often, they cannot 
be obtained even by means of non-trivial technical tools. One of the real ways to solve the prob-
lem is the testing of special structural components followed by the conversion of obtained data 
into material properties. The article deals with a well-known methodology of solving inverse ill-
posed problems, which was developed by A.N. Tikhonov and V.K. Ivanov. The method is based 
on the trial-and-error method and the concept of quasi-solution. The problem of determining the 
stress-strain diagram with a negative slope in the “principal shear stress – shear strain” coordi-
nates by the diagram of torsion of a cylindrical specimen is discussed as an example. It is shown 
that the problem requires the solution of the first-kind Volterra integral equation. Therefore, the 
problem is ill-posed. The problem is reduced to a system of linear algebraic equations with an 
inaccurate right-hand side. After solving the system by the trapezium method, we obtain a par-
ticular sawtooth solution. The solution is regularized by a special interpretation of the trial-and-
error method. Experimental data obtained from torsion of cylindrical specimens made of steel 
St3sp is shown in the article. The stated method is used to convert the diagram of torsion of a 
cylindrical specimen to the material stress-strain diagram with a negative slope. 
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Введение 

 

В ходе эксперимента измерению поддаются лишь 

внешние силы, действующие на тело, а также переме-

щения точек его границы. Их величины зависят от 

свойств материала, то есть являются их отражением. 

Таким образом, возникает задача определения не-

измеряемых величин по результатам их проявлений [1–

2], в которых измеряемые и неизмеряемые величины 

связаны некоторой системой уравнений. Известно [3–

10], что задачи определения количественных характе-

ристик по результатам их косвенных проявлений отно-

сятся к классу некорректных задач, требующих специ-

альных методов решения. 

В механике деформируемого твердого тела некор-

ректные задачи возникают в частности при попытках 

идентификации свойств материалов [11–16], когда необ-

ходимо определить свойства материала (диаграмму его 

деформирования) по экспериментальным данным, полу-

ченным при деформировании некоторого элемента конст-

рукции. Особенно актуальна проблема идентификации 

свойств материала на стадии закритического деформиро-

вания, которая наступает после достижения предела проч-

ности [17–23]. Закритическое реологически неустойчивое 

деформирование может быть реализовано только тогда, 

когда элемент материала находится в составе устойчиво 

деформируемой механической системы (элемента конст-

рукции). В данной работе приведена методика расчета 

полной диаграммы деформирования, включающей и за-

критическую стадию (разупрочнение), в координатах «ка-

сательные напряжения – сдвиги» по результатам, полу-

ченным при кручении кругового цилиндра. Проведены 

эксперименты по кручению цилиндрических образцов и 

реализован пересчет зависимости «крутящий момент – 

абсолютный угол закручивания» на диаграмму деформи-

рования материала при чистом сдвиге. 

 

1. Уравнение Вольтерра в задаче  

о кручении цилиндрического образца 

 

Рассмотрим кручение цилиндрического образца 

длиной L  и радиусом поперечного сечения R . Если  

φ  – абсолютный угол закручивания, то = φ/L   – от-

носительный угол закручивания и /m R L    – макси-

мальный сдвиг [24]. Распределение деформаций сдвига 

по радиусу линейно (гипотеза плоских сечений [25–

26]), поэтому уравнение, связывающее крутящий мо-

мент M  и зависимость    , имеет вид [25–26] 

   
3

2

3

0

2
,

L
d M




     
   

где /R L,        – функция, определяющая свойст-

ва материала при чистом сдвиге. Запишем данное урав-

нение в виде 
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      
0

,K d F



       ,  (1) 

где     / 2F M L    ,      1 2,K K K     , 

  3

1K    ,   2

2K    . Если известна зависимость 

   , то выражение (1) определяет зависимость  M   

(прямая задача). Когда по известной функции  M   

необходимо найти функцию     (обратная задача), то 

уравнение (1) представляет собой интегральное уравне-

ние Вольтерра первого рода и обратная задача является 

некорректной [27–30]. 

 

2. Некорректная задача и метод подбора 

 

Приведем необходимые элементы теории некор-

ректных задач, на основании которых будем искать ре-

шение интегрального уравнения (1). Пусть изучаемый 

объект (физическая величина) характеризуется элемен-

том 
Tx  (скаляр, функция, вектор и т.п.), принадлежа-

щим множеству X . Элемент 
Tx  недоступен для прямо-

го измерения и известно лишь его проявление 
Tu , при-

надлежащее множеству U  [1–3]. Полагаем, что 

известно отображение ,F X U: →  которое каждому 

элементу из X  ставит в соответствие элемент из U. Это 

отображение устанавливает связь между неизмеримыми 

параметрами и параметрами, которые поддаются изме-

рению [1–3]. Таким образом, данное отображение опре-

деляет операторное уравнение 

 Fx= u.   (2) 

Очевидно, что уравнение (2) имеет решение, при-

надлежащее X , только для таких элементов u U , 

которые принадлежат множеству FX . 

Задача определения x  (решения уравнения (2)) из 

множества X  по данным u U  называется корректной 

если [1]: 

1) для всякого элемента u U  существует решение 

x X ; 

2) решение определяется однозначно; 

3) решение должно непрерывно зависеть от вход-

ных данных (устойчивость задачи). 

Элемент 
Tu  обычно получается путем измерений  

и поэтому известен приближенно. Поэтому Tu , вообще 

говоря, не принадлежит множеству FX . Отображение 

F  во многих случаях является таким, что обратное 

отображение 1F   не является непрерывным [1]. Тогда  

в качестве приближенного решения нельзя брать точное 

решение уравнения (2) с приближенной правой частью 

так как: 

1) такого решения может не существовать, посколь-

ку u  может не принадлежать множеству FX  (не вы-

полняется первое условие корректности); 

2) такое решение, даже если оно и существует, не 

будет обладать свойством устойчивости, поскольку об-

ратное отображение не является непрерывным (не вы-

полняется третье условие корректности). 

Отсутствие устойчивости во многих случаях делает 

невозможной физическую интерпретацию результатов 

измерений. Таким образом, для некорректных задач 

возникает вопрос: что надо понимать под приближен-

ным решением таких задач [2, 3]? 

Одним из основных методов построения решений 

некорректных задач является метод подбора [1–3]. Он 

состоит в том, что вычисляется левая часть уравнения 

(2) FX  для некоторого подмножества 
1X  элементов x , 

принадлежащих X , т.е. решается прямая задача. В ка-

честве искомого приближенного решения выбирается 

такой элемент 
1x X , для которого невязка  ,Fx u  

минимальна на 
1X . Здесь  ,Fx u  – расстояние в неко-

торой метрике между элементами Fx  и элементом и. 

Обычно в качестве 
1X  выбирается семейство элемен-

тов х, зависящих от конечного числа числовых пара-

метров так, что 
1X  является замкнутым множеством 

конечномерного пространства. Таким образом, нахо-

дится так называемое квазирешение [4] уравнения (2). 

 

3. Решение уравнения Вольтерра 

 

Применим метод подбора для решения уравнения 

Вольтерра первого рода (1). Перейдем от уравнения (1) 

к системе алгебраических уравнений. Перепишем урав-

нение (1) в виде 

    2

0

d f



      ,  (3) 

где      1

1f F K     . Введем на отрезке  0, z  сет-

ку узлов 
i ih  , 1,...,i n , znh   . Здесь 

z  – пре-

дельное значение угла закручивания цилиндра, h  – шаг 

разбиения. Представим теперь уравнение (3) в виде сис-

темы уравнений 

 
1

2

1

i

i

j

i

i

d f





 

      , 1,...,j n . 

Отсюда находим, что 

  
1

2

1

i

i

i id f f









      .  (4) 

Здесь 
m

i i   ,  i if f  , 0 0  , 
0 0f  . Аппрокси-

мируя теперь функцию     на отрезках  1,i i   ли-

нейной функцией  1 1 1i i i         , где 0 0  , 

0 0  , получаем из (4) после интегрирования и некото-

рых преобразований треугольную систему линейных 

алгебраических уравнений 
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4 4

1

0 1,
4

f
 

    (5) 

 

 

   

4

4 3 41

1 1

4 2
3 3

1 1 1

0

3 4
12

, 2.
3

i

i i i i

i

i i j j j i i

j

f f i



 



  



 
     


        

  
(6)

 

Сначала из уравнения (5) находим величину 
0   

и подставляем ее в уравнение (6) при 2i = . Из данного 

уравнения вычисляем величину 
1  и подставляем ее  

в уравнение (6) при 3i =  и т.д. Очевидно, что система 

уравнений (5), (6) однозначно разрешима при любой 

правой части. После определения коэффициентов 
i  

напряжения на концах отрезков вычисляем исходя из 

вида линейной аппроксимации. Таким образом, восста-

навливается диаграмма    . 

Однако значения функции  M   определяются 

путем измерений в экспериментах на кручение цилин-

дрических образцов и поэтому известны с определен-

ной степенью погрешности (приближенно). Пусть M
 

такая приближенная функция. В этом случае может 

идти речь лишь о нахождении приближенного реше-

ния уравнения (1). При этом M
, вообще говоря, мо-

жет быть такова, что не является правой частью урав-

нения (1) ни при каких    , и приближенного реше-

ния f f  может не существовать. Если же такое 

решение и существует, то оно может не обладать свой-

ством устойчивости. Тогда в результате применения 

формул (5) и (6) получаем для     характерную пи-

лообразную ломаную [3–4]. Причина появления такого 

решения заключается в том, что для некорректных 

задач не выполняется третье условие корректности по 

Адамару, а именно: сколь угодно малым возмущениям 

исходных данных соответствуют большие изменения 

решения. Поэтому и возникают решения в виде пило-

образных функций. 

Применяя метод подбора [3], приближенное реше-

ние будем искать среди функций  K  , графики кото-

рых расположены между верхними и нижними точками 

пилообразной ломаной. Решая прямую задачу для все-

возможных таких функций, получаем зависимости 

 KF  . В качестве приближенного решения следует 

взять элемент 
*  такой, что отвечающее ему решение 

прямой задачи  *F   для каждого   удовлетворяет 

неравенству 

   *F F     . 

Здесь   – наперед заданная малая величина; 

/ 2F M L   . 

4. Пересчет экспериментальной  

диаграммы кручения 

 

Проведем испытание образца из стали Ст3сп с раз-

мерами рабочей части L  = 113 мм, R  = 5 мм на машине 

для кручения образцов из металла (модель 2014 МК-50). 

Кручение осуществляем, задавая абсолютный угол за-

кручивания . Скорость нагружения выбираем мини-

мальной для данной машины (0,15 об/мин). Кручение 

проводим с остановками, в результате которых величина 

крутящего момента падает (рис. 1). Это объясняется тем, 

что релаксационные процессы в зоне концентрации на-

пряжений проходят медленнее, чем скорость нагружения 

образца. Свойства материала в данном конкретном об-

разце неизвестны. 

 

Рис. 1. Экспериментальная диаграмма кручения образца 

 M   (сплошная линия 1) и расчетная зависимость  1M   

для квазирешения  1   (пунктирная линия 2)  

Fig. 1. The experimental specimen torsion diagram  M    

(solid line 1) and the calculated dependence  1M    

for the quasi-solution  1   (dashed line 2) 

Используя сетку узлов 
i  = 0,02 i  ( i  = 0, …, 1250) 

по оси 0  и значения экспериментальной функции 

 M   в этих точках  iM  , по формулам (5) и (6) рас-

считываем функцию    . В результате пересчета по-

лучаем пилообразную ломаную (рис. 2, ломаная 1). 

Будем искать приближенное решение уравнения (1) 

среди функций, графики которых расположены между 

кривыми 3 и 4 (см. рис. 2). Область, ограниченная эти-

ми кривыми, заключает в себе пилообразную ломаную 

1 (см. рис. 2). Сначала возьмем кривую, проходящую 

практически посередине между кривыми 3 и 4. Аппрок-

симируем ее следующим образом: 

  7692 , 
30 2,47 10    , 

                             32,47 10 110,26 19    ,   

i  (кг/мм
2
) =     

32,47 10 0,014    ,  (7) 

          
0,03149336,019 11,1 273,33    ,  

                            0,014 0,9   . 
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Рис. 2. Результат пересчета экспериментальной диаграммы 

 M   (пилообразная ломаная 1); область поиска квазире-

шения (между пунктирными линиями 3 и 4); квазирешение  

                                        (кривая 2) 

Fig. 2. The result of conversion of the experimental diagram 

 M   (sawtooth line 1); the area for searching a quasi-solution  

     (between the dashed lines 3 and 4); quasi-solution (line 2) 

Решим теперь прямую задачу, т.е. рассчитаем кру-

тящий момент по формуле (1), где    1    . Полу-

чаем кривую  1M  , показанную пунктиром на рис. 1 

(кривая 2). Зависимость  1M   практически совпадает 

с экспериментальной зависимостью  M  . Таким об-

разом, диаграмму (7) можно считать квазирешением 

уравнения (1), т.е. она определяет реальные свойства 

материала в испытанном образце. 

Известно [13], что с ростом запаса упругой энер-

гии разрушение приобретает взрывной характер. По-

этому при достаточно большой длине образца  

(и, следовательно, большом запасе упругой энергии) 

не удается получить экспериментальную диаграмму 

 M   с падающим участком. Разрушение происхо-

дит при достижении крутящим моментом максималь-

ного значения, сразу после зарождения кольцевой 

трещины. 

Для получения полной диаграммы материала    

необходимо, чтобы материал в поверхностном слое 

прошел все стадии деформирования, включая и закри-

тическую, поэтому кручение образца нужно проводить 

равновесно до появления кольцевой трещины на по-

верхности. В этом случае материал поверхности прой-

дет все стадии деформирования, вплоть до полного раз-

рушения. 

Поэтому необходимо уменьшать длину образца для 

получения диаграммы  M   с падающей ветвью при 

равновесном деформировании. Возьмем цилиндриче-

ский образец диаметром 10 мм и рабочей длиной 10 мм. 

В результате эксперимента получена зависимость кру-

тящего момента от угла закручивания, изображенная на 

рис. 3. В точке В зафиксировано образование кольцевой 

трещины. Отметим, что данная кривая была получена  

с остановками, в процессе которых происходила релак-

сация напряжений. 

 

Рис. 3. Зависимость крутящего момента  

от угла закручивания короткого образца 

Fig. 3. The dependence of the torque  

on the twist angle of the short specimen 

 

Рис. 4. Зависимость     деформирования  

поверхностного слоя при испытании короткого образца 

Fig. 4. The dependence     of deformation  

of the surface layer in the short specimen under testing 

Значительное отличие величины угла закручивания 

  по сравнению с рис. 1 объясняется тем, что в данном 

случае испытывался образец рабочей длиной в 10 раз 

меньшей описанного в п. 1. Поэтому образец разрушил-

ся при значительно меньшем угле закручивания. 

Небольшое отличие восходящих участков диа-

грамм, изображенных на рис. 1 и 3, объясняется разли-

чием геометрических размеров образцов и естествен-

ным разбросом свойств материала. 

1325,58 , 0 0,033,    

                             3,3758 55,3Ln   ,  

  (кг/мм
2
) =       0,033 1,222,     (8) 

                             3723,57 1,222 55,98    ,  

                            1,222 1,297.    

Используя методику, изложенную выше, пересчита-

ем диаграмму  M   в диаграмму    . Результат пе-
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ресчета показан на рис. 4 (пилообразная ломаная 1). 

Приближенное решение уравнения (1) определяет 

функция, описывающая кривую 2 (см. рис. 4), которая 

аппроксимирована следующими формулами: 

После подстановки выражений (8) в уравнение (1) по-

лучаем диаграмму  M  , практически полностью совпа-

дающую с экспериментальной (см. рис. 3). Отметим, что 

кривая 2 обладает падающей до нуля ветвью. Следователь-

но, материал поверхностного слоя до разрушения проходит 

все стадии деформирования, включая и разупрочнение. 

Таким образом, предложенная методика позволяет 

получить реальные свойства материала, проявляемые 

им при работе реального элемента конструкции. При 

необходимости возможна серия экспериментов для по-

лучения средних значений. 
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