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 Изучаются особенности распространения продольной волны в акустическом (механиче-
ском) метаматериале, моделируемом как одномерная цепочка, содержащая одинаковые 
массы, связанные упругими элементами (пружинами), обладающими одинаковой жестко-
стью, при этом каждая масса содержит внутри себя последовательное соединение еще од-
ной массы и вязкого элемента (демпфера). Модель «масса-в-массе» свободна от недостат-
ков, присущих ряду других механических моделей метаматериалов: она освобождает от 
необходимости наделять деформируемые тела свойством иметь отрицательную массу, 
плотность и (или) отрицательный модуль упругости. Показано, что рассматриваемая модель 
позволяет описать дисперсию и частотно-зависимое затухание продольной волны, характер 
которых существенно зависит от соотношения внешней и внутренней масс метаматериала. 
Изучается поведение фазовой и групповой скоростей волны, а также эволюция ее профиля 
как в низкочастотном, так и в высокочастотном диапазонах. Найдены такие соотношения 
масс, при которых фазовая скорость превосходит по своей величине групповую скорость 
(нормальная дисперсия), и такие – при которых групповая скорость превосходит фазовую 
(аномальная дисперсия) в широком частотном диапазоне. Обладая одинаковыми асимптоти-
ческими значениями при стремлении частоты к бесконечности, фазовая и групповая скоро-
сти имеют существенные различия в поведении, заключающиеся в том, что фазовая ско-
рость является монотонной функцией частоты, а групповая скорость имеет максимум. Кроме 
того, в области нормальной дисперсии групповая скорость может иметь отрицательное зна-
чение, т.е. справедлив так называемый эффект «обратной волны», когда, несмотря на то, 
что фазовая скорость направлена в положительном направлении пространственной оси, 
энергия в такой волне переносится в отрицательном направлении. 
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 We study the features of propagation of a longitudinal wave in an acoustic (mechanical) 
metamaterial, modeled as a one-dimensional chain, containing equal masses, connected by 
elastic elements (springs), and having the same rigidity. Each mass contains within itself a series 
connection of another mass and viscous element (damper). The mass-to-mass model is free from 
the drawbacks of a number of other mechanical models of metamaterials: i.e. it eliminates the 
need to have the property of a deformable body to possess a negative mass, density, and (or) a 
negative elastic modulus. It is shown that the model under consideration makes it possible to 
describe the dispersion and frequency-dependent attenuation of a longitudinal wave, the charac-
ter of which essentially depends on the ratio of the external and internal mass of the 
metamaterial. The behavior of the phase and group velocities of the wave is studied, as well as 
the evolution of its profile, both in the low-frequency and high-frequency ranges. The mass ratios 
were found at which the phase velocity exceeds the group velocity (normal dispersion) in magni-
tude and those at which the group velocity exceeds the phase velocity (anomalous dispersion) in 
a wide frequency range. Having the same asymptotic values when the frequency tends to infinity, 
the phase and group velocities have significant differences in behavior, namely, that the phase 
velocity is a monotonic function of frequency, and the group velocity has a maximum. In addition, 
in the region of normal dispersion, the group velocity may be negative, i.e. the so-called “reverse 
wave” effect is true, when, despite the fact that the phase velocity is directed in the positive direc-
tion of the spatial axis, the energy in such a wave is transferred in the negative direction. 

 
© PNRPU 

Keywords: 
metamaterial, mass-to-mass chain, 
longitudinal wave, dispersion,  
attenuation, “reverse wave” effect. 

 

 
Введение 

 
Развитие современных технологий невозможно без 

создания новых перспективных материалов с необыч-
ными свойствами. Например, бездефектные углеродные 
нанотрубки на два порядка прочнее стали и в четыре 
раза легче ее. В настоящее время новый класс веществ 
со сложно организованной внутренней структурой 
(микроструктурой) и обладающих уникальными физи-
ко-механическими свойствами принято называть мета-
материалами. Впервые они появились в области оптики 
и фотоники [1, 2], но сейчас все чаще встречаются и в 
других областях. К примеру, широко применяются аку-
стические (или механические) метаматериалы [3–21], 
используемые, в частности, как поглотители звука 
и вибрации [8–13]. Еще одним примером материалов 
с необычными свойствами являются фуллериты – твер-
дотельные структуры, образованные на основе фулле-
ренов [22]. Сверх- и ультратвердые фуллериты характе-
ризуются уникально высокими значениями скоростей 
продольных упругих волн и широким диапазоном этих 
значений в пределах от 11 до 26 км/с в зависимости от 
их структуры, определяемой условиями синтеза [23]. 
Измеренное в одной из фуллеритовых фаз значение 
26 км/с является рекордным – оно почти на 20 % боль-
ше скорости продольных волн в графите вдоль атомных 
слоев, равной 21,6 км/с (до последнего времени это зна-
чение было наибольшим для всех известных веществ) 
и на 40 % больше соответствующей скорости в алмазе 

(18,6 км/с). Скорости поперечных волн в твердых фул-
леритовых фазах также высоки (их значения лежат 
в пределах от 7 до 9,7 км/с), но все же они меньше, 
чем в алмазе (11,6–12,8 км/с), которые по-прежнему 
остаются рекордными среди известных в настоящее 
время веществ. 

Акустические (или механические) метаматериалы, 
являясь по сути дела не материалами, а ячеистыми пе-
риодическими конструкциями, в длинноволновом диа-
пазоне ведут себя подобно непрерывным материалам. 
Изучение особенностей дисперсии, диссипации и про-
явления нелинейности акустических волн в метамате-
риалах представляет интерес [3–13], [24–29]. 

Руководствуясь математической аналогией между 
акустическими и электромагнитными волнами, многие 
исследователи пытались построить континуальные мо-
дели механических метаматериалов. Однако большого 
успеха на этом пути добиться не удалось, поскольку 
механические аналоги реально существующих материа-
лов с отрицательной диэлектрической проницаемостью 
представляют собой деформируемые твердые тела, об-
ладающие отрицательной массой, плотностью или от-
рицательным модулем упругости [30–34]. А таких ма-
териалов в природе не существует.  

Очевидно, что адекватное описание физико-механи-
ческих свойств метаматериалов в рамках классической 
теории упругости невозможно. В последнее время для 
моделирования структурно-неоднородных материалов 
широкое распространение получили обобщенные мик-
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рополярные теории типа континуума Коссера [35]. Од-
нако в эти теории входит большое число материальных 
констант, требующих экспериментального определения 
и связь которых со структурой материала не ясна. Тако-
го недостатка лишено альтернативное направление – 
структурное моделирование [36, 37]. 

 
1. Уравнения динамики 

 
В работе [38] рассматривалась одномерная цепочка, 

содержащая одинаковые массы m1, связанные упругими 
элементами (пружинами), обладающими одинаковой 
жесткостью k1, при этом каждая масса внутри себя со-
держала еще одну массу m2 и еще один упругий эле-
мент – пружину с жесткостью k2 (рис. 1). Такая модель, 
названная цепочкой «масса-в-массе», не дает упомяну-
тых абсурдных результатов. 

 
Рис. 1. Механическая модель упругого метаматериала 

Fig. 1. The mechanical model of an elastic metamaterial 

В работах [39–41] эта модель была обобщена путем 
учета квадратичной нелинейности внешнего и внутрен-
него упругих элементов. Было показано, что в метама-
териале при динамическом воздействии на него могут 
формироваться пространственно-локализованные нели-
нейные волны деформации (солитоны), определяться 
зависимости, связывающие параметры локализованной 
волны: амплитуду, скорость и ширину с инерционными 
и упругими характеристиками метаматериала. 

 
Рис. 2. Механическая модель вязкоупругого  

метаматериала 

Fig. 2. The mechanical model of a viscoelastic  
metamaterial 

Однако в рамках чисто упругой постановки задачи 
исследовать диссипативные свойства метаматериала не 
представляется возможным. Для решения такой задачи 
заменим упругий элемент с жесткостью k2 на вязкий 

элемент (рис. 2). Уравнения динамики модифицирован-
ной цепочки «масса-в-массе» в длинноволновом диапа-
зоне будут иметь вид 
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Если ввести в (3) безразмерные перемещения 
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δ =

+
 Этот параметр принадлежит интер-

валу δ = [0,1], включающему в себя два предельных 
случая: δ → 1, если m1 >> m2, и δ → 0, если m2 >> m1. 

 
2. Дисперсионный анализ при комплексных 
волновых числах 

 
Фундаментальное решение этого уравнения имеет 

вид бегущей волны: 

 X-
0( , ) ,iк i TU X T U e ω=   (5) 

где i – мнимая единица; к – волновое число; ω – круго-
вая частота; 0U  – амплитуда. 

Закон дисперсии Φ(к,ω) = 0 уравнения (4) определя-
ется из соотношения 

 3 2 2 2 0.i iк кδω − ω − ω + =   (6) 

В случае краевой задачи общее решение уравнения 
(4) имеет следующие формы: 
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где Θ(ω) – преобразование Фурье начального возмущения, 
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В случае задачи Коши общее решение уравнения (4) 
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  X- ( )1( , ) ( ) ,
2

iк i к TU X T к e dк
+∞

ω

−∞

= χ
π ∫   (9) 

где χ(к) – преобразование Фурье начального возмущения, 

 Х( ) ( ,0) .iкк U X e dX
+∞

−∞

χ = ∫   (10) 

В общем случае к и ω являются комплексными ве-
личинами. Для анализа дисперсии и затухания волны 
при рассмотрении краевой задачи перепишем волновое 
число к(ω) в виде 

 ( ) ( ) ( ),к k iω = ω + λ ω   (11) 

где k = Re(κ) и λ = Im(κ).  
Используя эти обозначения, выражение (5) можно 

переписать следующим образом: 

 ( )X- X-
0 0( , ) .i к i i T X iк i TU X T U e e U e+ λ ω −λ ω= =   (12) 

Очевидно, что при положительных значениях λ полу-
чаем экспоненциально убывающую волну, распростра-
няющуюся вдоль положительного направления простран-
ственной оси. Другими словами, спектральные компонен-
ты k(ω) = Re(κ) экспоненциально убывают при X,T→∞ при 
λ(ω)>0. С другой стороны, если λ(ω)<0, то амплитуды 
спектральных компонент будут возрастать в геометриче-
ской прогрессии. В последнем случае решение линейного 
уравнения (4) становится неустойчивым при T >>0. 

Как обсуждалось выше, в целях изучения распро-
странения волн вдоль оси X необходимо решить дис-
персионное соотношение (6) относительно волновых 
чисел κ. Решение находится в следующей форме: 
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Для действительных значений к и λ дисперсионное 
соотношение (6) принимает следующий вид: 

  2 2 2 2 2 32 2 0.k ik ik k i i+ λ − λ − ω + λω + λ ω − ω + δω =   (14) 

С целью раздельного изучения действительной 
и мнимой частей уравнения (15) перепишем его в виде 
системы 
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Ее решения относительно k и λ имеют вид 
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 ( )
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Частотные зависимости k(ω)=Re(κ) и λ(ω)=Im(κ) 
представлены на рис. 3 для различных значений пара-
метра δ.  

 

а 

 

б 

Рис. 3. Частотные зависимости k(ω)=Re(κ) (а) и λ(ω)=Im(κ) (б) 
при значениях параметра δ, лежащих в интервале δ = [0,1] 

Fig. 3. The frequency dependences k (ω) = Re (κ) (a)  
and λ (ω) = Im (κ) (b) for the values of the parameter δ  

lying in the interval δ = [0,1] 

Если δ=1, то из (16) и (17) можно найти 

 ( ) ,k ω = ω  ( ) 0.λ ω =   (19) 

Это соответствует идеально упругому материалу, 
в котором отсутствует диссипация и волна распростра-
няется без затухания. 

В случае когда ω→∞, легко видеть, что 
( ) ,k ω → ω δ  а также 

 1lim ( ) .
2ω→∞

− δ
λ ω =

δ
  (20) 

Для больших частот экспоненциальная постоян-
ная λ зависит только от параметра δ. 

Фазовая скорость определяется как ( ) ,phv
k
ω

ω =   

откуда 

 
( )( )

( )

2 22 1 1
,

1ph

N
v

+ ω − δω −
=

− δ ω
  (21) 

где 

 ( )( )2 2 21 1 .N = + ω + δ ω   (22) 
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Частотная зависимость ( )phv ω  для различных зна-
чений параметра δ показана на рис. 4. В случае δ = 1 
фазовая скорость ( ) 1phv ω =  (см. соотношение (19)). Для 
больших частот фазовая скорость является пределом: 

 1lim ( ) .phv
ω→∞

ω =
δ

  (23) 

Групповая скорость, которая определяется с ис-

пользованием соотношения 
1

,gr
d dkv
dk d

−ω  = =  ω 
 прини-

мает в этом случае следующий вид: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

322 2 2 2 2

2 4 2 2

2 1 2 1 1
,

1 1 3 2 2 3 5 4 1
gr

N
v

N N N

+ ω + δ ω − δω −
=

 ω − δ + δ ω − + δ − δ − ω − − 

 (24) 

где N определяется из соотношения (22).  

 

Рис. 4. Частотная зависимость ( )phv ω   

для различных значений параметра δ 

Fig. 4. Frequency dependence ( )phv ω  for various  

values of the parameter δ 

Частотная зависимость ( )grv ω  для различных зна-
чений параметра δ представлена на рис. 5. В случае 
δ = 1, ( ) 1phv ω =  (см.соотношение (19)). Для больших 
частот групповая скорость имеет тот же предел, что и 
фазовая скорость: 

 1lim ( ) .grv
ω→∞

ω =
δ

  (25) 

Существенное различие между поведением фазовой 
и групповой скоростей заключается в том, что фазовая 
скорость является монотонной функцией частоты, а 
групповая скорость имеет максимум, показанный на 
рис. 5 пунктирной линией. Сравнение двух скоростей 
для одного значения δ представлено на рис. 6. Группо-
вая скорость больше фазовой скорости при любой час-
тоте. Это означает, что материал обладает аномальной 
дисперсией. Этот факт справедлив и для δ < 1, посколь-
ку, как упоминалось выше, если δ = 1, то 1,gr grv v= =  
то есть имеет место недисперсионная модель. 

 

 

Рис. 5. Частотная зависимость ( )grv ω  для различных  

значений параметра δ 

Fig. 5. Frequency dependence ( )grv ω  for various  

values of the parameter δ 

 

Рис. 6. Графическое cравнение фазовой и групповой  
скоростей при фиксированном значении δ 

Fig. 6. Graphic comparison of phase and group  
velocities at a fixed value of δ 

3. Дисперсионный анализ при комплексных 
частотах 

 
Фундаментальное решение уравнения (4) имеет вид 

уравнения бегущей волны  

 ( ) 0, ,ikX i TU X T U e −  Ω=   (26) 

где i – мнимая единица; k – волновое число; Ω – угловая 
частота и U0 – амплитуда. Закон дисперсии Ф(k,Ω) = 0, 
полученный подстановкой выражения (26) в уравне-
ние (4), определяется соотношением 

 k2 – Ω2 – ik2Ω + iδΩ3 = 0.  (27) 

В случае задачи Коши общее решение уравнения (4) 
имеет следующий вид: 

 ( ) ( )1, ,
2

ikX i kU X T k e dk
+∞

−  Ω

−∞

= χ
π ∫   (28) 

где χ(k) – это преобразование Фурье начального возму-
щения в момент времени T = 0, 

 ( ) ( ), .ikX i Tk U X T e dX
∞

−  Ω

−∞

χ =  ∫   (29) 

10 



Ерофеев В.И., Колесов Д.А., Крупенин В.Л. / Вестник ПНИПУ. Механика 4 (2019) 6–18 

Зависимость Ω = Ω(k) может быть получена из дис-
персионного соотношения (27). В общем случае Ω(k) 
является комплексной величиной. В целях обеспечения 
дисперсионного анализа задачи Коши, перепишем час-
тоту Ω(k) в виде 

 Ω(k) = ω(k) + iμ(k),  (30) 

где ω = Re(Ω), μ = Im(Ω).  
Используя эти обозначения, выражение (26) можно 

переписать следующим образом: 

 .eUeeUU(X,T) TikX-iμTμTTikX-i ωω
00 == +   (31)  

Очевидно, что при отрицательных значениях μ(k) 
функция является экспоненциально-затухающей. Дру-
гими словами, условия экспоненциального затухания 
μ(k) < 0 при T → ∞. С другой стороны, если μ(k) > 0, то 
амплитуда соответствующей спектральной составляю-
щей растет экспоненциально с течением времени и ре-
шение уравнения (4) становится неустойчивым. 

Для исследования начальной задачи нужно решить 
дисперсионное соотношение (27) относительно волно-
вого числа k. Учитывая выражение (30), закон диспер-
сии (27) принимает следующий вид: 

k2 – ik2ω – ω2 + iδω3 + k2μ – 2iωμ –  

 – 3δω2μ + μ2 – 3iδωμ2 + δμ3 = 0.  (32) 

Разделяя в выражении (32) действительную и мни-
мую части, получаем систему уравнений 

 
( )2 2 3 2 2

3 2 2

1 3 ,

3 2 0,

k

k

 + µ − δω µ + δµ − ω + µ


δω − δωµ − ωµ − ω =
  (33) 

Относительно ω и μ система (33) в общем виде име-
ет девять возможных решений. Среди этого множества 
решений только одно является физически обоснован-
ным, а именно: при ω ∈  R, μ ∈R, μ ≤ 0 

 
( ) ( )

( )

24 2 23 3

2 33 3

6 2 1 3 2 4 1 3 ,
12

1 4 4 2 2 103 ,
12

S k k
S

S S k
S


ω = − δ + − δ δ

  µ = − + δ  δ

  (34) 

где 

 ( )23 2 9 1 3 3 3 ,S k k Q= − δ − δ + δ   (35) 

 ( )4 2 24 1 18 27 4.Q k k= δ − + δ − δ +   (36) 

Можно показать, что три различных решения этого 
дисперсионного соотношения по отношению к ω и μ 
зависят от значения параметра δ. Эти решения соответ-
ствуют следующим значениям δ: (а) 0 < δ ≤1/9; (б) 1/9 < 
δ < 1; (в) δ = 1. 

Решение соотношения (34), удовлетворяющее вы-
шеупомянутым условиям ω∈R, μ∈R, μ ≤ 0, в случае 
0 < δ ≤ 1/9 справедливо только для некоторого набора 
волновых чисел. Этот набор определяется условием 

{ }0 0 ,k k k k k kα β∈ < ≤ ∧ ≤ <  где значения волновых 

чисел kα и kβ могут быть определены следующим  
образом: 

 ( )( )321 1 18 27 1 1 9 ,
2 2

kα = + − δ − − δ − δ
δ

  (37) 

 1 .
3

kβ =
δ

  (38) 

Значения kα и kβ являются границами зоны разрыва, 
при этом kα ≤ kβ. Волны, волновые числа которых рас-
положенные между kα и kβ, не распространяются. При 
малых значениях δ величины kα и kβ ограничиваются 
следующим образом: 

 
0 0

lim 2, lim ,k kα βδ→ δ→
=   = ∞   (39) 

и при δ = 1/9 имеем kα = kβ = 3 .  
На рис. 7 показаны дисперсионные кривые для зна-

чений 0 < δ ≤ 1/9. Функция μ(k) = Im(k) является отрица-
тельной для всех k, что в сочетании с выражением (26) 
означает, что волновой процесс экспоненциально убы-
вает с течением времени. 

С увеличением значения параметра δ ширина об-
ласти разрыва становится меньше, и в конечном счете 
для δ = 1/9 зона разрыва полностью исчезает. Кроме 
того, значение экспоненциально затухающей функции 
μ(k) становится меньше с увеличением δ, особенно при 
высокочастотных случаях (при больших значениях k). 
Кроме того, на рис. 7 видно, что значения затухающей 
функции μ(k) являются более или менее постоянными 
справа от области разрыва (k > kβ). Пределы соотноше-
ний ω(k) и μ(k) при больших k находятся из соотношений 

 ( ) ( ) 1lim , lim .
2k k

k k α→∞ →∞

− δ
ω = ∞   µ = − = µ

δ
  (40) 

Фазовая скорость, которая определяется как vph(k) =  
= ω/k, может быть получена из (34): 

 ( ) ( )24 2 2 23 36 2 4 1 3 2 4 1 3 .
12phv S S k k

kS
= − − δ + − δ

δ
  (41) 

Групповая скорость может быть рассчитана путем 
дифференцирования: vgr(k) = dω/dk. Очевидно, что гра-
ницы зоны разрыва, определенные для дисперсионного 
соотношения, справедливы также для фазовой и груп-
повой скоростей. Это означает, что 

 ( ) ( ) { }, 0 .ph grv k v k k k k k kα β∃ ∧ ∃   ∀ ∈ < ∧ ≤ < ∞   (42) 

На рис. 8 показаны зависимости фазовой и группо-
вой скоростей от волнового числа k. Как фазовая, так и 
групповая скорости имеют значения vgr = vph = 1 в на-
чальный момент при k = 0. Пределы этих скоростей для 
больших значений k находятся из уравнений 

 1lim lim .ph grk k
v v vα→∞ →∞

= = =
δ

  (43) 
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Рис. 7. Дисперсионные соотношения ω(k) и μ(k), вычисленные при δ = 0,05 (верхний ряд)  
и δ = 1/9 (нижний ряд) 

Fig. 7. The dispersion relations ω (k) and μ (k) calculated at δ = 0,05 (upper row)  
and δ = 1/9 (lower row) 

 

Рис. 8. Фазовая и групповая скорости, вычисленные при δ = 0,05 (верхний ряд) и δ = 1/9  
(нижний ряд) 

Fig. 8. Phase and group velocities calculated at δ = 0,05 (upper row) and δ = 1/9 (lower row) 
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При волновых числах, лежащих в диапазоне 0 < k < kα, 
имеет место соотношение vph > vgr, а это означает, что 
тип дисперсии на этом участке является нормальным. 
При значениях k > kβ имеем vph > vgr, это означает, что 
на этом участке имеет место аномальная дисперсия. 
Численный анализ показывает, что отрицательная груп-
повая скорость имеет место только в области нормаль-
ной дисперсии, если 0 < δ < 0,1345, т.е. справедлив так 
называемый «эффект обратной волны», когда, несмотря 
на то, что фазовая скорость направлена в положитель-
ном направлении оси X, энергия в такой волне перено-
сится в отрицательном направлении. На возможность 
такой ситуации впервые указал Лэмб [42], построивший 
ряд моделей искусственных типов сред, обладающих 
данным свойством. Существенное внимание таким слу-
чаям уделял Л.И. Мандельштам [43, 44]. Возможность 
противоположного направления фазовой и групповой 
скоростей в идеально упругом изотропном теле впервые 
продемонстрирована в [45]. В случае упругих волново-
дов «обратная волна» описана в книге [46]. Появление 
отрицательной групповой скорости в микроструктури-
рованных твердых материалах было рассмотрено 
в [47, 48], в поврежденных материалах – в [49, 50]. 

Решение уравнения (34), удовлетворяющее услови-
ям ω∈R, μ∈R, μ ≤ 0, когда 1/9 < δ < 1, справедливо для 
всех значений волнового числа k. В этом случае не су-
ществует зоны разрыва, и это главное различие между 
настоящим и предыдущим случаями.  

Фазовая и групповая скорости в этом случае рас-
считываются аналогично предыдущему, но без необхо-
димости применения границ зоны разрыва (см. (42)). 

На рис. 9 показаны примеры дисперсионных кри-
вых для данного случая. Дисперсионные кривые явля-
ются непрерывными функциями, и можно заметить, что 
с увеличением параметра δ кривая ω(k) становится 
близкой к дисперсионной зависимости для недисперги-
рующей среды (ω(k) = k). Затухание волны менее выра-
жено по сравнению с предыдущим случаем. Так же, как 
и в предыдущем случае, значение экспоненциально за-
тухающей функции μ(k) становится меньше при увели-
чении величины δ, особенно при больших значениях k. 

На рис. 10 представлены зависимости фазовой и 
групповой скоростей от волнового числа k. Как и в пре-
дыдущем случае, можно выделить зоны нормальной и 
аномальной дисперсии. Можно показать, что зоны с 
различной дисперсией существуют при значениях δ < 0,2. 
Области нормальной и аномальной дисперсии разделе-
ны в точке k = k*. При k < k* имеет место нормальная 
дисперсия vph > vgr, при k > k* имеет место аномальная 
дисперсия vph < vgr. При этом значения k* являются 
функцией параметра δ. Численный анализ показывает, 
что k* может изменяться в диапазоне 0 < k* < 3 . Мак-
симальное значение k* = 3 достигается при δ→1/9.  

При значении δ > 0,2 было установлено, что k* = 0 
и, следовательно, область нормальной дисперсии пол-
ностью отсутствует. Рис. 10 показывает разницу пове-
дения групповой и фазовой скоростей для δ < 0,2 и δ > 
0,2. 

Ранее было установлено, что отрицательная группо-
вая скорость появляется, если δ < 0,1345. На рис. 11 
показаны графики групповой и фазовой скоростей для δ 
немного меньше 0,1345, а также для случая δ = 0,134.  

 

Рис. 9. Дисперсионные соотношения ω(k) и μ(k), вычисленные при δ = 0,15 (верхний ряд) и δ = 0,5 (нижний ряд) 
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Fig. 9. The dispersion relations ω(k) and μ(k) calculated at δ = 0,15 (upper row) and δ = 0,5 (lower row) 

 

Рис. 10. Кривые фазовой и групповой скоростей при δ = 0,15 (слева) и δ = 0,5 (справа) 

Fig. 10. Phase and group velocity curves for δ = 0,15 (left) and δ = 0,5 (right) 

 

Рис. 11. Кривые фазовой и групповой скоростей при δ = 0,128 (слева) и δ = 0,134 (справа) 

Fig. 11. Phase and group velocity curves for δ = 0,128 (left) and δ = 0,134 (right) 

Видно, что при δ → 0,134 минимум групповой ско-
рости стремится к нулю. Эффекты отрицательной груп-
повой скорости и аномальной дисперсии часто «маски-
руются» ввиду большого влияния экспоненциального 
затухания, определяемого величиной μ(k). Например, 
волновые компоненты, связанные с сильной аномаль-
ной дисперсией (δ < 0,2 и k > k*), также связаны 
с большими значениями функции экспоненциального 
затухания μ(k). Это означает, что для этого конкретно-
го примера аномальная дисперсия может быть выра-
жена только в начале эволюции волны и только в те-
чение короткого промежутка времени. С течением 
времени эффект аномальной дисперсии будет доста-
точно быстро исчезать. Скорее всего, аномальная дис-
персия будет опережаться режимом нормальной дис-
персии, который имеет гораздо меньший эффект зату-
хания (см. рис. 7, 9). 

Решение уравнения (34), удовлетворяющее условиям 
ω∈R, μ∈R, μ ≤ 0, в случае, когда δ = 1, принимает вид 

 
,

0.
kω =

µ =
  (44) 

Хорошо известно, что этот случай представляет не-
диспергирующее решение. Тот факт, что μ = 0, означа-
ет, что решение дисперсионного соотношения является 
действительным, и из уравнения (30) следует, что 

Ω(k) = ω(k). Кроме того, несложно показать, что в этом 
случае уравнение (4) может быть сведено к обычному 
волновому уравнению в виде 

 
2 2

2 2 ,U U
T X

∂ ∂
=

∂ ∂
  (45) 

а фазовая и групповая скорости vph = vgr = 1. 
 

4. Эволюция возмущений 
 
Рассмотрим уравнение (4) со следующими началь-

ными условиями: 

 ( ) ( ) 2,0 sech ,X X

AU X A X
e eγ −γ= γ =

+
  (46) 

 
( ),0

0,
U X

t
∂

=
∂

  (47) 

где A – амплитуда; γ – пространственный параметр.  
Развитие начального (T0 = 0) возмущения (46), (47) 

прослеживается в течение трех последующих моментов 
времени (рис. 12). 

Решение задачи симметрично относительно X = 0, 
потому что начальное значение (46) является четной 
функцией. Решения, полученные при δ = 0,05, отложе-
ны слева от оси симметрии (пунктирная линия), а реше-
ния, полученные при δ = 0,5, отложены справа от нее.  
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Сравнение приведенных случаев показывает разли-
чие в дисперсии. Характер затухания возмущений мо-
жет изменяться и зависит от величины δ. В случае 
с малым значением параметра δ затухание происходит 
гораздо быстрее, чем в случае, когда δ больше. Этот 
результат согласуется с различиями в дисперсионных 
участках графиков μ(k), представленных на рис. 7 и 10. 
Начальные участки (при T = T0) в обоих случаях каче-
ственно подобны. Это объясняется тем, что в обоих 
случаях имеет место аномальная дисперсия при боль-
ших значениях волнового числа k. Основное различие 
между представленными случаями возникает при рас-
смотрении хвостовой части кривых. При малых значе-
ниях параметра δ решение ведет себя скорее как реше-
ние уравнения диффузии, для больших же значений δ 
решение ведет себя аналогично решению волнового 
уравнения. Наличие более громоздкой хвостовой части 
при малых значениях δ объясняется наложением эффек-
тов нормальной дисперсии, отрицательной групповой 
скорости и наличием зоны разрыва (см. рис. 8). При 
больших значениях параметра δ все эти явления отсут-
ствуют (см. рис. 9, 10).  

 

Рис. 12. Мгновенные профили волны при А = 1 и γ = 3,  
определенные в моменты времени T0 = 0, T1 = 7/3, T2 = 14/3,  
      T3 = 21/3, рассчитанные при двух значениях параметра δ 

Fig. 12. Instantaneous wave profiles at A = 1 and γ = 3, determined 
at time instants T0 = 0, T1 = 7/3, T2 = 14/3, T3 = 21/3, calculated 

for two values of the parameter δ 

На рис. 13 показаны профили волны при асиммет-
ричном развитии для четырех последовательных мо-
ментов времени. Начальное значение состоит из суммы 
двух возмущений, которые имеют различные основные 
частоты. Начальное возмущение имеет вид 

 ( ) ( ) ( ),0 sech sech 1 ,U X A X B g X= γ + +     (48) 

 
( ),0

0.
U X

t
∂

=
∂

  (49) 

Здесь основное возмущение, отмеченное на рис. 13 
как а, имеет амплитуду А = 1 и пространственный пара-
метр γ = 1,6 (соответствует возмущению с низкой ос-

новной частотой). Вторичное возмущение, которое от-
мечено на рис. 13 как b, сдвигается влево с определен-
ным шагом по отношению к основному возмущению. 
Вторичное возмущение имеет амплитуду B = 0,55 и 
пространственный параметр g = 10, что соответствует 
высокой основной частоте.  

На рис. 13 видно, что высокочастотное возмущение 
b распространяется быстрее, чем основное возмущение, 
которое имеет меньшую частоту. Например, в положе-
нии b2 и в соответствующий момент времени T2 

максимум возмущения b0 достиг максимума главного 
возмущения, а в положении b3 максимум возмущения 
b0 опережает максимум главного возмущения. Это яв-
ление объясняется аномальной дисперсией, которая 
выражается в том, что групповая скорость превышает 
фазовую (см. рис. 10). 

По результатам дисперсионного анализа, представ-
ленного на рис. 9, волновые компоненты высокой час-
тоты также должны затухать быстрее, чем низкочастот-
ные компоненты. Действительно, это находит подтвер-
ждение на рис. 13. Пиковое значение основного 
возмущения уменьшилось от начальной амплитуды А = 1 
в момент T0 до А ≈ 0,2 в момент T3. С другой стороны, 
амплитуда возмущения b0 уменьшается более сущест-
венно, от В = 0,55 в момент T0 до В ≈ 0 в момент T3. 

 

Рис. 13. Мгновенные профили волны при δ = 0,5, γ = 1,6,  
g = 10, А = 1, В = 0,55, в моменты времени T0 = 0, T1 = 15/4,  
T2 = 30/4, T3 = 45/4. Маркеры bi указывают положение пика 
b0 при распространении возмущения вправо, ib – при  
                       распространении возмущения влево 

Fig. 13. Instantaneous wave profiles at δ = 0.5, γ = 1.6, g = 10, A = 1, 
B = 0.55, at times T0 = 0, T1 = 15/4, T2 = 30/4, T3 = 45/4. Markers 
bi indicate the position of peak bi when the perturbation propa-
gates  
   to the right, ib – when the perturbation propagates to the left 

Заключение  
 
В результате проведения аналитических исследова-

ний и численных расчетов показано, что продольная 
волна в вязкоупругом метаматериале, задаваемом как 
цепочка «масса-в-массе», обладает дисперсией и час-
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тотно-зависимым затуханием. Проанализирована эво-
люция профиля волны как в низкочастотном, так и в 
высокочастотном диапазонах. 
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