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ТЕСТИРОВАНИЕ КОМПЬЮТЕРНЫХ ПРОГРАММ, ИСПОЛЬЗУЕМЫХ 

ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ МЕТОДОМ ДИСКРЕТНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Для исследования динамики сыпучих материалов используется моделирование методом дискретных элементов (Discrete element 
method – DEM ). Для верификации программной реализации метода, а также для выбора временного шага интегрирования требуется нали-
чие надежных тестовых задач. В настоящей статье представлено тестовое аналитическое решение, полученное в рамках теории удара. 
Рассматриваются варианты соударения двух сферических частиц со скольжением и вращением. Для аналитического решения была принята 
гипотеза, что упругая деформация при ударе близка к нулю, пластическая деформация отсутствует, потеря нормальной скорости при ударе 
описывается коэффициентом восстановления, сила тяжести не учитывается. Начальная скорость движения частиц известна. Получены 
решения для случая идентичных частиц, а также для частиц разного диаметра. Аналитическое решение используется для верификации 
собственной программной реализации метода DEM. Проведена серия вычислительных экспериментов с выбором разных параметров со-
ударяющихся частиц и параметров метода. Приводятся графики сравнения тангенциальной, нормальной скорости частиц и скорости враще-
ния частицы после соударения для аналитического и численного решения. Показано, что после удара эти параметры имеют качественное и 
количественное сходство. Для исследования сходимости метода и для определения оптимального вычислительного шага по времени про-
ведена дополнительная серия вычислительных экспериментов. В качестве параметра, характеризующего точность вычислений, выбран 
модуль скорости движения части после удара. Показана сходимость реализации метода при уменьшении вычислительного шага по времени. 
На основании этих данных можно выбрать оптимальный шаг по времени для вычислений. 

Ключевые слова: гранулирование, сыпучий, математическое, моделирование, DEM, тестирование, верификация, погрешность, 
трение, контакт, частица.  
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TESTING OF COMPUTER PROGRAMS USED IN MODELING 

BY THE DISCRETE ELEMENTS METHOD 

Discrete element method (DEM) modeling is used to study the dynamics of bulk materials. To verify the software implementation of the 
method, as well as to choose the integration time step, reliable test problems are required. This article presents a test analytical solution obtained 
in the framework of impact theory. Variants of collision of two spherical particles with sliding and rotation are considered. For the analytical solu-
tion, the hypotheses were adopted that the elastic deformation upon impact is close to zero, there is no plastic deformation, the loss of normal 
velocity upon impact is described by the recovery coefficient, and gravity is not taken into account. The initial velocity of particles is known. Solu-
tions are obtained for the case of identical particles, as well as for particles of different diameters. The analytical solution is used to verify the own 
software implementation of the DEM method. A series of computational experiments was carried out with the choice of different parameters of the 
colliding particles and the parameters of the method. The article presents graphs of comparison of the tangential, normal speed of particles and 
the speed of rotation of the particle after the collision for the analytical and numerical solutions. It is shown that after the impact these parameters 
have a qualitative and quantitative similarity. To study the convergence of the method and to determine the optimal computational time step, an 
additional series of computational experiments was carried out. As a parameter characterizing the accuracy of calculations, the modulus of the 
speed of movement of the part after the impact was chosen. The convergence of the implementation of the method with decreasing computational 
time step is shown. Based on these data, you can choose the optimal time step for calculations. 
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Для исследования динамики сыпучих мате-
риалов [1–4], прессования, гранулирования, из-
мельчения широко используется моделирование 
методом дискретных элементов (Discrete element 
method – DEM, или молекулярная динамика) 
[5–13]. В настоящее время благодаря увеличению 
компьютерной производительности стало возмож-
но моделировать сложные системы с миллионами 
частиц в трех измерениях. 

Программная реализация метода требует нали-
чия надежных тестов для проверки правильности 
реализации метода. Даже использование готовых 
программных комплексов требует проверки пра-
вильности вычислений при использовании конкрет-
ных гипотез и замыкающих соотношений. Целью 
работы является разработка тестов, позволяющих 
находить ошибки и верифицировать компьютерные 
программы, использующие DEM, находить опти-
мальный шаг расчета по времени, изменять парамет-
ры для повышения производительности расчетов при 
допустимой погрешности. 

В настоящей работе с применением теории 
удара [14–17] выведены формулы (1)–(3), необхо-
димые для тестирования соударения двух сфериче-
ских частиц со скольжением и вращением. С ис-
пользованием этих формул проведено верифици-
рование компьютерной программы трехмерного 
моделирования методом DEM с шарообразными 
частицами, разработанной авторами [18–26]. Про-
изводится сравнение характеристик, полученных в 
результате использования компьютерной програм-
мы DEM, и характеристик, полученных с примене-
нием аналитических формул теории удара.  

Далее используются следующие обозначения: 

0ω  – скорость вращения частицы до удара, 

рад/с; 
ω  – скорость вращения частицы после удара, 

рад/с; 
μ  – коэффициент трения; 
k – коэффициент восстановления; 

0V  – скорость частицы до удара, м/с; 

0nV  – составляющая скорости частицы до 

удара, нормальная к поверхности второй частицы 
(поверхности стенки), м/с; 

0tV  – составляющая скорости частицы до 

удара, касательная к поверхности второй частицы 
(поверхности стенки), м/с; 

nV  – составляющая скорости частицы после 

удара, нормальная к поверхности второй частицы 
(поверхности стенки), м/с; 

tV  – составляющая скорости частицы после 

удара, касательная к поверхности второй частицы 
(поверхности стенки), м/с; 

r – радиус частицы, м; 

α  – угол между направлением удара и по-
верхностью второй частицы (или угол между на-
правлением удара и стенкой), °. 

Рассмотрим моделирование косого удара 
двух частиц (рис. 1, а). Если две частицы имеют 
идентичные параметры, то можно упростить зада-
чу, выбрав относительную систему координат так, 
что две частицы двигаются навстречу друг другу, 
причем их скорости параллельны оси Y, эта поста-
новка используется при моделировании (рис. 1, б). 
Если две частицы идентичны, то задача упрощает-
ся до удара одной частицы об абсолютно твердую 
стенку (рис. 1, в), которая является касательной к 
обеим частицам в момент удара в точке соприкос-
новения. Задача в такой постановке может быть 
решена аналитически.  

Для использования этого решения в качестве 
теста реализации численного метода стенка заме-
няется абсолютно неподвижной частицей (рис. 1, г). 
Таким образом, при моделировании задача мо-
жет рассматриваться либо как удар двух частиц 
(рис. 1, б), двигающихся с одинаковой скоро-
стью навстречу, либо как удар частицы о непод-
вижную частицу (рис. 1, г).  

Для аналитического решения была приняты 
гипотеза, что упругая деформация при ударе близ-
ка к нулю, пластическая деформация отсутствует, 
потеря нормальной скорости при ударе описывает-
ся коэффициентом восстановления, сила тяжести 
не учитывается. Начальная скорость движения час-
тицы известна.  
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Используем это аналитическое решение для 
тестирования компьютерной программы. В каче-
стве параметров, по которым будут сравниваться 
численное и аналитическое решения, использу-
ются тангенциальные и нормальные скорости 
частиц и скорости вращения частицы после со-
ударения. 
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Рис. 1. Схема расположения частиц для расчета соударения двух частиц одинакового размера 

 

Рис. 2. Тангенциальная скорость, нормальная скорость после удара 

При расчетах использовались параметры: 
– V0 = 0,1 м/с; 
– шаг по времени dt = 1/300000 c; 
– плотность материала ρ = 562 кг/м; 
– модуль Юнга E = 1000 МПа; 
– радиусы частиц равны, r = 0,0008 м; 
– скорость вращения частицы до удара ω0 = 0 м/с. 
Результаты вычисления при α = 0…90°, k = 1, 

µ = 0 приведены на рис. 2. 
Так как µ = 0, вращение после удара отсутст-

вует, ω = 0 (рис. 3). 
Результаты вычисления при α = 0…90°, k = 1, 

µ = 0,1 показаны на рис. 4–6. 
Результаты вычисления при α = 0…90°, µ = 0,1 

приведены на рис. 7–9. Коэффициент восстановле-
ния в этом тесте зависит от нормальной скорости 
соударения частиц. Исследователями используются 
различные зависимости для определения силы реак-

ции от скорости и других параметров. В конечном 
счете не имеет значения, как изменяется с течением 
времени сила реакции в направлении нормали при 
соударении. Для определения скоростей после удара 
аналитическим способом достаточно знать ударный 
импульс, который определяется коэффициентом 
восстановления. В предыдущих тестах использовал-
ся коэффициент восстановления равный единице. 
В этом тесте используется коэффициент восстанов-
ления, полученный в процессе моделирования. Та-
ким образом, как в математическом моделировании, 
так и в аналитическом расчете используются одина-
ковые коэффициенты восстановления для каждого 
угла соударения частиц. В настоящей работе про-
верка коэффициента восстановления не показана, 
так как его зависимость от скорости соударения, 
свойств материалов частиц является частным случа-
ем и не имеет общей формулы для применения.  
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Рис. 3. Отношение скорости после удара к скорости до удара 

 

Рис. 4. Тангенциальная скорость, нормальная скорость после удара 

 

Рис. 5. Отношение скорости после удара к скорости до удара 

 

Рис. 6. Скорость вращения после удара, ω 
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Рис. 7. Тангенциальная скорость, нормальная скорость после удара 

 

Рис. 8. Отношение скорости после удара к скорости до удара. 
Скорость Vn (аналитическое решение) не показана, так как равна Vn (dem) 

 

Рис. 9. Скорость вращения после удара, ω 

Схема соударения двух частиц разного размера 
следующая. Устанавливается стенка в плоскости 
x = 0. Частицы ударяются о стенку с двух сторон. 
Точка удара находится в ноле системы координат. 
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В таком случае частицы имеют по модулю 
равный нормальный и тангенциальный импульс: 
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Частицы двигаются на встречу, ударяются о 
стенку с одинаковым углом α. 

Соотношение скоростей после столкновения. 
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Рис. 10. Схема расположения частиц для расчета 
соударения двух частиц разного размера 

 

Рис. 11. Скорости частиц после удара 

Таким образом, удар двух частиц о стенку в 
рассматриваемой схеме равнозначен удару двух 
частиц без стенки. Аналитическое решение ис-
пользуется то же, формулы (1)–(3). Далее по тексту 
будут добавлены только индексы частиц. При ком-
пьютерном моделировании необходимо установить 
для частиц начальные скорости и координаты со-
гласно схеме (рис. 10) и формулам (4)–(6). 

Вариант расчета при α = 0…90° град, k = 1, 
µ = 0, ω01 = 0, ω02 = 0, r1 = 0,0008 м, r2 = 0,0016 м. 
Погрешность по модулю скорости движения час-
тиц после столкновения между составила между 
результатами программы DEM и аналитическим 
решением 2,13 %. Скорости вращения после 
столкновения равны нолю, так как µ = 0. 

Вариант расчета при α = 0…90° град, k = 1, 
µ = 0,1, ω01 = 0, ω02 = 0, r1 = 0,0008 м, r2 = 0,0016 м. 
По результатам теста погрешность по модулю ско-
рости движения частиц после столкновения состави-
ла 2,11 %. Погрешность скорости вращения 1,48 %. 

Вариант расчета при α = 0…90° град, µ = 0,1, 
ω01 = 0, ω02 = 0, r1 = 0,0008 м, r2 = 0,0016 м. Для 
аналитического расчета используется коэффициент 
восстановления, полученный в программе DEM. 

По результатам теста погрешность по модулю ско-
рости движения частиц после столкновения соста-
вила 0,76 %. Погрешность скорости вращения 1,15 %. 
Скорости движения, полученные с применением 
программы DEM, после удара частицы 2 меньше, 
чем скорости движения частицы 1, в 8 раз, то есть 
соблюдается формула (7). Углы отражения удара 
для обеих частиц равны, что подтверждает кор-
ректность работы программы DEM. Ниже пред-
ставлены графики скоростей (рис. 11). Графики 
скоростей, полученные аналитическим способом, 
не показаны, так как погрешности менее 1,5 %. 

Таким образом, получено аналитическое реше-
ние для тестирования программ, реализующих DEM. 
Проведено тестирование собственной программы.  

Погрешность метода определялась по модулю 
скорости движения частицы после столкновения. В 
результате тестирования показано, что относительная 
погрешность вычислений программы DEM относи-
тельно аналитического решения при выбранном шаге 
по времени составляет не более 2,13 %. 

Полученное аналитическое решение можно 
использовать для проверки погрешности программ 
DEM, входящих в коммерческие пакеты. 
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