
Кукушкин Е.В. Уравнения движения карданного шарнира // Вестник Пермского национального исследовательского 
политехнического университета. Машиностроение, материаловедение. – 2021. – Т. 23, № 2. – С. 79–86. DOI: 
10.15593/2224-9877/2021.2.10 
 
Kukushkin E.V. Equations of motion of the universal joint. Bulletin PNRPU. Mechanical engineering, materials science, 
2021, vol. 23, no. 2, pp. 79–86. DOI: 10.15593/2224-9877/2021.2.10 
 

ВЕСТНИК ПНИПУ. Машиностроение, материаловедение  
Т. 23, № 2, 2021 

Bulletin PNRPU. Mechanical engineering, materials science 
http://vestnik.pstu.ru/mm/about/inf/ 

 
 

 79

DOI: 10.15593/2224-9877/2021.2.10 
УДК 621.22 

Е.В. Кукушкин 

Сибирский государственный университет науки и технологий  
им. академика М.Ф. Решетнева, Красноярск, Россия 

УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ КАРДАННОГО ШАРНИРА 

Известны два подхода к решению вопросов кинематики карданных передач. В первом случае карданная передача рассматрива-
ется как пространственный механизм с постоянными углами между осями карданных валов. Этот подход приемлем в случае рассмотре-
ния карданной передачи при движении в кривых участках пути малого радиуса. При втором подходе карданная передача рассматрива-
ется как плоская карданная передача с переменными углами между осями карданных валов. Достаточно часто карданные передачи ис-
пользуются в случаях, когда при эксплуатации машин может изменяться угол излома либо расстояние между осями ведущего и 
ведомого валов передачи. В подобных условиях кинематические и динамические характеристики трансмиссии существенно зависят от 
режимов ее движения. При увеличении угла излома карданного вала заметно увеличивается неравномерность вращения и уменьшается 
среднее значение угловой скорости. Поскольку при увеличении угла излома карданной передачи увеличивается неравномерность вра-
щения ведомого вала, из-за неравномерности угловых скоростей уменьшается область их применяемости, а снижение уровня крутиль-
ных колебаний достигается только за счет применения гасителей крутильных колебаний. Рассмотрена карданная передача, состоящая 
из одного карданного шарнира; получено уравнение движения карданного шарнира с учетом угла излома карданной передачи и график 
зависимости угла поворота карданного шарнира на один оборот от угла перекоса валов карданной передачи и угловой скорости. Разра-
ботаны расчетные динамические модели и получены значения собственных частот колебаний карданной передачи с одним карданным 
шарниром и карданной передачи с двумя карданными шарнирами. Получены графики зависимости углов излома карданной передачи от 
частоты собственных колебаний карданной передачи с одним карданным шарниром и с двумя карданными шарнирами. 

Ключевые слова: уравнение движения, карданный шарнир, карданная передача, кинематика, динамика, собственные частоты 
колебаний, динамическая модель, нерезонансные условия работы, шарниры неравных угловых скоростей, дифференциальные уравне-
ния Лагранжа, угол поворота карданной передачи. 
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EQUATIONS OF MOTION OF THE UNIVERSAL JOINT 

There are two known approaches to solving the problems of cardan transmission kinematics. In the first case, the cardan transmission is 
considered as a spatial mechanism with constant angles between the axes of the cardan shafts. This approach is acceptable when considering 
the cardan drive when driving in curved sections of the path of a small radius. In the second approach, the cardan drive is considered as a flat 
driveshaft with variable angles between the axles of the driveshafts. Quite often, cardan drives are used in cases when the bending angle or the 
distance between the axes of the driving and driven shafts of the transmission can change during the operation of machines. In such conditions, 
the kinematic and dynamic characteristics of the transmission significantly depend on the modes of its movement. With an increase in the angle of 
fracture of the propeller shaft, the unevenness of rotation increases noticeably and the average value of the angular velocity decreases. Since with 
an increase in the angle of fracture of the cardan drive, the unevenness of rotation of the driven shaft increases, due to the unevenness of angular 
velocities, the area of their applicability decreases, and a decrease in the level of torsional vibrations is achieved only through the use of torsional 
vibration dampers. The cardan transmission, consisting of one cardan joint, is considered, the equation of motion of the cardan joint is obtained, 
taking into account the bend angle of the cardan gear and the graph of the dependence of the angle of rotation of the cardan joint per revolution 
on the skew angle of the cardan shafts and the angular speed. Calculated dynamic models have been developed and the values of natural fre-
quencies of vibrations of a cardan transmission with one cardan joint and a cardan transmission with two cardan joints are obtained. The graphs of 
the dependence of the angles of fracture of the cardan transmission on the frequency of natural vibrations of the cardan transmission with one 
cardan joint and with two cardan joints were obtained. 

Keywords: equation of motion, cardan joint, cardan drive, kinematics, dynamics, natural vibration frequencies, dynamic model, non-
resonant operating conditions, unequal angular velocity joints, Lagrange differential equations, angle of rotation of cardan gear. 
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Введение 

Исследования работы карданных передач 
имеют два направления: динамика и кинематика 
карданных передач. Основополагающими работа-
ми по кинематике и динамике карданных передач 
являются работы Е.А. Чудакова [1], М.И. Лысова 
[2, 3], Я.Э. Малаховского [4], И.С. Цитовича [5, 6], 
С.А. Лапшина [7–9]. Исследования кинематики 
карданных передач позволили установить, что 
в одношарнирной передаче при вращении ведуще-
го вала с постоянной угловой скоростью ведомый 
вал будет вращаться неравномерно с переменной 
угловой скоростью, при этом коэффициент нерав-
номерности вращения является функцией угла на-
клона трубы кардана. Трудами Е.А. Чудакова, 
И.С. Цитовича и других было показано, что кар-
данные передачи требуют как кинематических, так 
и динамических расчетов. 

Известны два подхода к решению вопросов 
кинематики карданных передач [10]. В первом 
случае карданная передача рассматривается как 
пространственный механизм с постоянными угла-
ми между осями карданных валов [11]. Этот под-
ход приемлем в случае рассмотрения карданной 
передачи при движении в кривых участках пути 
малого радиуса. При втором подходе карданная 
передача рассматривается как плоская карданная 
передача с переменными углами между осями кар-
данных валов [12]. 

При движении с большой скоростью проис-
ходят взаимные перемещения как в вертикальной, 
так и в горизонтальной плоскости, подобные пере-
мещения приводят к изменению углов между ося-
ми карданных валов. Ввиду этого карданную пере-
дачу следует рассматривать как пространственный 
механизм с переменными углами между осями его 
валов [10]. 

Достаточно часто карданные передачи ис-
пользуются в случае, когда при эксплуатации ма-
шин может изменяться угол излома либо расстоя-
ние между осями ведущего и ведомого валов пере-
дачи. В подобных условиях кинематические и 
динамические характеристики трансмиссии суще-
ственно зависят от режимов ее движения. При уве-
личении угла излома карданного вала заметно уве-
личивается неравномерность вращения и уменьша-
ется среднее значение угловой скорости. Расчеты 
показывают, что колебания угла излома в шарнире 
существенно меняют весь процесс движения кар-
данной передачи. Эти изменения носят нелиней-
ный характер. Основными факторами, влияющими 
на этот процесс, являются амплитуда и частота из-
менения угла излома [13]. 

 

В реально существующих конструкциях не 
всегда удается создать привод с оптимальной ки-
нематикой и, в частности, реализовать условие, по-
зволяющее привести карданную передачу к пере-
даче равных угловых скоростей [14]. В этих случа-
ях для уменьшения модуляции круговой частоты 
вращения рабочего органа машины вводят в при-
воды гасители колебаний [15]. Введение дополни-
тельного звена в исходную механическую систему 
изменяет динамику и кинематику привода [16]. 

Поскольку при увеличении угла излома кар-
данной передачи увеличивается неравномерность 
вращения ведомого вала, из-за неравномерности 
угловых скоростей [1–17] уменьшается область их 
применяемости, а снижение уровня крутильных 
колебаний достигается только за счет применения 
гасителей крутильных колебаний [18]. 

Основная часть 

Рассмотрим карданную передачу, состоящую 
из одного карданного шарнира. В этом случае пе-
редача будет работать неравномерно, а при уста-
новке такой карданной передачи большие вра-
щающиеся массы окажут значительное сопротив-
ление неравномерному вращению, при этом будут 
возникать дополнительные напряжения за счет 
кручения. Поскольку карданный вал не обладает 
достаточной упругостью, он будет подвержен вы-
соким динамическим нагрузкам, что вызовет уси-
ленный износ карданного шарнира [4]. 

При повороте вала 1 на угол 
1ϕ  (рис. 1, 2) 

 
1 10 1 30 1cos sin .e e e= ϕ + ϕ    (1) 

При повороте вала 2 на угол 
2ϕ  (см. рис. 1 

и рис. 3)  

 
2 20 2 10 2cos sin .e e e= ϕ + ϕ    (2) 

 

γ
2M

1ω 1M

2ω

10e

20e
30e

 

Рис. 1. Общая расчетная схема карданного шарнира 
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Рис. 2. Расчетная схема карданного  

шарнира с углом поворота φ1 

2ϕ
2e

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
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Рис. 3. Расчетная схема карданного  

шарнира с углом поворота φ2 

Решая совместно уравнения (1) и (2), получим 

( )1 2 20 30 2 1cos sin cos sin 0.e e− ϕ ϕ + ϕ ϕ = 
 

При этом учитываем, что ( )1 2 0e e = 
 и 

( )20 30 cose e = γ 
. Тогда окончательно, после преоб-

разования, 

 
2 1tg cos tg .ϕ = γ ϕ   (3) 

Элементарная работа, совершаемая кардан-
ным шарниром, определится как 

 
1 1 2 2 .A M Mδ = δϕ − δϕ  (4) 

Для решения уравнения (4) найдем его со-
ставляющие: 

2 1
2 2

2 1

cos
cos cos

δϕ δϕ
= α

ϕ ϕ
 

и 

2
2

2

1
1 tg .

cos
+ ϕ =

ϕ
 

Решая совместно, получим 

( )2 1
2 2 2

1

1 tg cos .
cos

δϕ
δϕ + ϕ = α

ϕ
 

Произведя замену 
2ϕ  на 

1ϕ , используя урав-

нение (3), получим 

( )2 2 1
2 1 2

1

1 cos tg cos ,
cos

δϕ
δϕ + γ ϕ = γ

ϕ
 

откуда 

 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 1

cos cos
.

cos cos sin 1 sin sin

γδϕ γδϕ
δϕ = =

ϕ + γ ϕ − γ ϕ
  (5) 

Тогда  

2
1 12 2

1

cos
,

1 sin sin

M
A M

 γ
δ = − δϕ − γ ϕ 

 

выражение в скобках является обобщенной си-
лой Qϕ , т.е.  

2
1 2 2

1

cos
.

1 sin sin

M
Q Mϕ

 γ
= − − γ ϕ 

 

Далее принимаем 
1 .ϕ ≡ ϕ  

Для нахождения связи геометрических пара-
метров карданного шарнира с силовыми парамет-
рами составим уравнение кинетической энергии 
системы: 

 
2 2

1 1 2 2 .
2 2

J J
T

ϕ ϕ
= +

 
  (6) 

Для нахождения решения уравнения (6) про-
дифференцируем уравнение (5): 

1
2 2 2 2 2

1

cos cos
,

1 sin sin 1 sin sin

γϕ γϕϕ = =
− γ ϕ − γ ϕ

   

тогда уравнение (6) примет вид 

 
( )

2
22

1 22 2

sin1
.

2 1 sin sin

J
T J

 γ = + ϕ
 − γ ϕ 

   (7) 

Используем дифференциальное уравнение 
Лагранжа, связывающее обобщенную силу и кине-
тическую энергию системы в виде 

,
d T T

Q
dt ϕ

∂ ∂− =
∂ϕ ∂ϕ

 

где составляющие определим, используя уравне-
ние (7): 

( )
2

2
1 22 2

sin

1 sin sin

JT
J
 γ∂  = + ϕ
 ∂ϕ − γ ϕ 




 

и 

( )
( )

2 2
22

32 2

cos sin sin 2
,

1 sin sin

JT γ γ ϕ∂ = ϕ
∂ϕ − γ ϕ

  

тогда полученные уравнения подставим в уравне-
ние Лагранжа: 

( )

( )
( )

2
1 22 2

2 2
22

32 2

cos

1 sin sin

2 cos sin sin 2
.

1 sin sin

Jd T
J

dt

J

 γ∂  = + ϕ +
 ∂ϕ − γ ϕ 

γ γ ϕ
+ ϕ

− γ ϕ





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Решая, находим искомое уравнение движения 
карданного шарнира с учетом угла излома валов: 

( ) ( )
( )

2 2
22 2

1 2 32 2 2 2

2
1 2 2

cos cos 2 sin 2

1 sin sin 4 1 sin sin

cos
.

1 sin sin

J J
J

M
M

 γ γ ϕ + ϕ + ϕ =
 − γ ϕ − γ ϕ 

γ
= −

− γ ϕ

 
 

Решение данного уравнения представлено в 
виде графика на рис. 4, где φ – угол поворота кар-
данного шарнира на один оборот, γ – угол перекоса 
валов карданной передачи от 0° до 20°, ω – угловая 
скорость. 

 

Рис. 4. График зависимости угла поворота карданного 
шарнира на один оборот от угла перекоса валов 

карданной передачи и угловой скорости 

Рассмотрим динамическую схему карданной 
передачи с одним карданным шарниром как 
трехмассовую систему (рис. 5, где Ii – моменты 
инерции; сi – жесткости соответствующих участ-
ков) [19]. 

 

Рис. 5. Расчетная динамическая схема карданного 
шарнира 

Система уравнений, описывающих свобод-
ные колебания, будет иметь вид 

( )
( ) ( )
( )

1 1 1 1 2

2 2 1 1 2 2 2 3

3 3 2 2 3

0;

0;

0.

I c

I c c

I c

ϕ − ϕ − ϕ =


ϕ + ϕ − ϕ − ϕ − ϕ =
 ϕ + ϕ − ϕ =






 

Для определения собственных частот колеба-
ний p подставим значения углов φ и их вторых 
производных: 

( )2 cos ,ia p ptϕ = − + γ  

получаем 

( )
( ) ( )
( )

2
1 1 1 1 2

2
2 2 1 1 2 2 2 3

2
3 3 2 2 3

0;

0;

0.

I p a c a a

I p a c a a c a a

I p a c a a

 − − =
 + − − − =
 + − =

 

Поскольку между φ2 и φ3 имеется кинемати-
ческое соотношение 

( )3 2 2, ,Sϕ ϕω = γ ϕ ω   

где 

( ) ( )2 2

4 2

cos 1 tan
, ,

cos tan
S

γ + α
γ α =

γ + α
 

получим соотношения 

1 1
2

2 1 1

a c

a c I p
=

−
 

и 

( )
( )
2 23

2
2 2 2 3

,
,

,

c Fa

a c F I p

γ ϕ
=

γ ϕ −
 

где 

( ) ( )2
2 2, arctg tan cos .F γ ϕ = ϕ + γ  

Найдем отношение значений амплитуды из 
первого и второго уравнений, получим уравнения 
четвертой степени для определения собственных 
частот: 

4 21 2 1 2
1 2

1 2 2 3 2 3 1 2

1 1
0.

c c c c
p p c c

I I I I I I I I

   
− + + + + + =   
   

  

С учетом кинематического соотношения по-
лучим 

( )

( )

( )

2
2 24 1 1

1 2 2

2
2 2 2

1 2
3

2
2

2 3 1 2

arctg tan cos

arctg tan cos

1 1
arctg tan cos 0.

cc c
p

I I I

c
p c c

I

I I I I

 ϕ + γ
− + + +



ϕ + γ
+ + ×



 
× ϕ + γ + = 

 

 

Рассмотрим динамическую схему карданной 
передачи с двумя карданными шарнирами как 
трехмассовую систему (рис. 6, где Ii – моменты 
инерции; сi – жесткости соответствующих участ-
ков) [20]. 
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Рис. 6. Расчетная динамическая схема карданной 
передачи 

Поскольку между φ2 и φ3 имеется кинемати-
ческое соотношение: 

( )2 1 1, ,Sω = γ ϕ ω   

( )3 2 2, ,Sω = γ ϕ ω  

где 

( ) ( )2 2
1

1 4 2
1

cos 1 tan
, ;

cos tan
S

γ + ϕ
γ ϕ =

γ + ϕ
  

( ) ( )2 2
2

2 4 2
2

cos 1 tan
, ,

cos tan
S

γ + ϕ
γ ϕ =

γ + ϕ
 

получим соотношения 

( )
( )
1 11

2
2 1 1 1

,

,

c Fa

a c F I p

γ ϕ
=

γ ϕ −
  

и 

( )
( )
2 23

2
2 2 2 3

,
,

,

c Fa

a c F I p

γ ϕ
=

γ ϕ −
 

где 

( ) ( )2
1 1, arctg tan cos ;F γ ϕ = ϕ + γ   

( ) ( )2
2 2, arctg tan cos .F γ ϕ = ϕ + γ  

Найдем отношение значений амплитуды из 
первого и второго уравнений, получим уравнения 
четвертой степени для определения собственных 
частот: 

4 21 2 1 2
1 2

1 2 2 3 2 3 1 2

1 1
0.

c c c c
p p c c

I I I I I I I I

   
− + + + + + =   
   

 

С учетом кинематического соотношения по-
лучим 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 1 2 24

1 2
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Подставляя значения, получаем графики за-
висимости углов перекоса валов карданной пере-
дачи от частоты собственных колебаний карданной 
передачи с одним карданным шарниром (рис. 7) и 
двумя карданными шарнирами (рис. 8). 

 

 

Рис. 7. Графики зависимости углов перекоса валов карданной передачи от частоты  
собственных колебаний карданной передачи с одним карданным шарниром 

1-я форма собственных колебаний 2-я форма собственных колебаний 

3-я форма собственных колебаний 4-я форма собственных колебаний 



Кукушкин Е.В. / Вестник ПНИПУ. Машиностроение, материаловедение, 2 (2021) 79–86 

 

 84

 

Рис. 8. Графики зависимости углов перекоса валов карданной передачи от частоты  
собственных колебаний карданной передачи с двумя карданными шарнирами 

Зная собственные частоты колебаний и срав-
нивая их с вынужденными частотами колебаний 
системы и исключив их совпадение, получаем не-
резонансные условия работы карданного шарнира 
[21–25], в том числе и для расчета нового типораз-
мерного ряда карданных шарниров [23]. 

Заключение 

Рассмотрена карданная передача, состоящая 
из одного карданного шарнира. Получено уравне-
ние движения карданного шарнира с учетом угла 
излома карданной передачи и график зависимости 
угла поворота карданного шарнира на один оборот 
от угла перекоса валов карданной передачи и угло-
вой скорости. Разработаны расчетные динамиче-
ские модели и получены значения собственных 
частот колебаний карданной передачи с одним 
карданным шарниром и карданной передачи с 
двумя карданными шарнирами. Получены графики 
зависимости углов излома карданной передачи от 
частоты собственных колебаний карданной пере-
дачи с одним карданным шарниром и с двумя кар-
данными шарнирами. 
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