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ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛЕЙ РЕШЕНИЯ ТЕПЛОВЫХ ЗАДАЧ  

ЭЛЕКТРОННО-ЛУЧЕВОЙ СВАРКИ С КОЛЕБАНИЯМИ ЛУЧА  

Представлены математические модели, разработанные для решения тепловых задач при электронно-лучевой сварке с колеба-
ниями луча. Для построения тепловых моделей выбраны колебания луча вдоль стыка, поперек и х-образной траектории. Источник тепла 
для сварки с колебаниями электронного луча вдоль стыка, поперек и х-образной траектории с заданной амплитудой и с учетом расши-
рения радиуса источника тепла на поверхности может быть представлен как комбинированный, непрерывно действующий в течение оп-
ределенного отрезка времени. Модели построены аналитическим методом на основе решения задачи теплопроводности с использова-
нием функций Грина – методом источников. В основе построения моделей для сварки с колебаниями электронного луча используется 
введение комбинированного источника тепла, состоящего из поверхностного и действующего по глубине. Общим подходом при построе-
нии моделей является то, что источник, действующий на поверхности, увеличивается на радиус r относительно размеров 2-го источника. 
Источник, распределенный по глубине, расположен на некотором расстоянии от поверхности по оси Z. Для имитации продольных и по-
перечных колебаний луча размеры комбинированного источника тепла увеличиваются линейно по соответствующим осям на величину 
амплитуды колебаний. В модели для х-образной траектории применяется суперпозиция продольных и поперечных колебаний. Разрабо-
танную тепловую модель электронно-лучевой сварки с х-образной траекторией можно использовать для решения тепловых задач при-
менительно к круговой и эллиптической развертке. Такое представление формы теплового источника позволяет более точно передавать 
форму проплавления при электронно-лучевой сварке с колебаниями луча. 

Ключевые слова: математические модели, источник тепла, колебания электронного луча, продольные колебания, поперечные 
колебания, колебания с х-образной траекторией, осцилляция луча, радиус луча, глубина проплавления, электронно-лучевая сварка. 
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CREATION OF MODELS OF THE SOLUTION OF THERMAL PROBLEMS  

OF ELECTRON BEAM WELDING WITH FLUCTUATIONS OF THE BEAM 

In operation the mathematical models developed for the solution of thermal problems in case of electron beam bonding with oscillations of 
a beam are provided. For creation of thermal models oscillations of a beam along a joint, across and x-shaped to paths are selected. Heat source 
for welding with oscillations of an electron beam along a joint, across and x-shaped with the given amplitude and taking into account extension of 
radius of a source of heat on a surface can be provided to paths as combined, continuously acting during a certain interval of time. Models are 
constructed by an analytical method on the basis of the decision of the task of heat conduction with use of Green functions – method of sources. 
At the heart of creation of models for welding with oscillations of an electron beam introduction of a combined source of heat consisting from sur-
face and operating on depth is used. The general approach in case of creation of models is that the source operating on a surface increases by r 
radius concerning the sizes of the second source. The source distributed on depth is located at some distance from a surface on axis Z. For simu-
lation of longitudinal and cross oscillations of a beam the sizes of a combined source of heat increase linearly on the appropriate axes by value of 
a vibration amplitude. In model superposition of longitudinal and cross oscillations is applied to a x-shaped path. The developed thermal model of elec-
tron beam bonding with a x-shaped path can be used for the decision of thermal tasks in relation to circle and elliptic scanning. Such submission of the 
form of a heat source allows to transfer more precisely the form of pro-melt in case of electron beam bonding with oscillations of a beam. 

Keywords: mathematical models, a source of heat, fluctuation of an electronic beam, longitudinal fluctuations, cross fluctuations, fluctua-
tions with a x-shaped trajectory, beam oscillation, beam radius, pro-melting depth, electron beam welding. 

 
Моделирование тепловых процессов при 

сварке чаще всего строится на решении задач теп-
лопроводности [1]. С учетом требований к моде-
лям и принятым упрощениям, а также с целью  
получения простого и быстрого решения постав-

ленной задачи целесообразно использовать анали-
тический метод. Наиболее приемлемым и универ-
сальным в данном случае будет метод функций 
Грина [2–5]. Данный метод позволяет в общем ви-
де рассматривать характерные закономерности из-



Т.В. Ольшанская, Е.М. Федосеева 

 
 

 46

менения температурного поля в материале при ре-
шении 3-мерных задач нагрева полуограниченных 
тел практически при любой продолжительности 
воздействия источника теплоты, свести многообра-
зие способов нагрева материалов к некоторым 
схемам, охватывающим основные особенности 
процессов нагрева [6]. Как отмечалось ранее в ра-
ботах [7–11], наиболее широко используются сле-
дующие траектории колебаний электронного луча: 
продольная и поперечная, х-образная, а также тра-
ектория перемещения луча по эллипсу, дуге и ок-
ружности. Амплитуда колебаний луча чаще всего 
лежит в пределах 1–3 мм, частота − от 50 Гц до 
1 кГц и зависит от вида свариваемого материала. 
При достаточно малых значениях частоты и ам-
плитуды колебаний луча размеры парогазового ка-
нала практически не изменяются, при более высо-
ких значениях происходит его расширение. Коле-
бания электронного луча оказывают воздействие 
на паро- и гидродинамические процессы в канале 
проплавления, повышая его устойчивость, и, как 
следствие, приводят к изменению конфигурации 
сварочной ванны. Однако в форме поперечного се-
чения сварного шва сохраняется расширение в 
верхней части, т.е. можно предположить, что при 
данных режимах колебаний луча процессы, свя-
занные с экранированием электронного луча, со-
храняются, хотя и происходят в меньшей степени. 
Таким образом, при построении тепловых моделей 
и выборе формы источника тепла для сварки с ко-
лебаниями луча необходимо учитывать расшире-
ние радиуса источника тепла на поверхности и 
действие источника тепла по глубине под поверх-
ностью. 

Обычно на практике частота колебаний луча 
для различных видов траекторий выбирается дос-
таточно высокой, в пределах значений частоты ав-
токолебательного процесса (400–800 Гц) [12, 13], 
поэтому тепловыми возмущениями по времени в 
зоне действия луча можно пренебречь и рассмат-
ривать колебательный процесс как квазистацио-
нарный. Исходя из этого форма источников тепла 
может быть упрощена и источник тепла можно 
рассматривать как постоянно действующий. 

Для построения тепловых моделей выбраны 
колебания луча вдоль стыка, поперек и х-образной 
траектории. Если в основе разработки моделей с 
разверткой луча использовать тот же подход к ис-
точнику тепла, что и для сварки статическим лу-
чом, то при сварке с продольными и поперечными 
колебаниями луча источник тепла должен быть 
увеличен в размерах вдоль и поперек стыка соот-
ветственно с учетом амплитуды колебаний. Для 
сварки с колебаниями луча по х-образной траекто-

рии источник тепла необходимо увеличить и в 
продольном и в поперечном направлении относи-
тельно стыка, придать прямоугольную форму,  
так как данная траектория осцилляции представля-
ет собой суперпозицию продольных и поперечных 
колебаний [14–16]. Круговые и эллиптические ко-
лебания луча могут быть представлены как вариа-
ция колебаний с х-образной траекторией. Такой 
подход возможен исходя из следующего. Для опи-
сания источника нагрева, у которого увеличивается 
диаметр, в работе [2] предлагается использовать 
прямоугольную форму источника и вводить дейст-
вие фиктивного источника со временем t0. Благо-
даря этому форма пятна нагрева становится близ-
кой к круговой, а распределение мощности по пят-
ну нагрева отличается значительно меньшей 
кривизной по сравнению с нормально-круговым 
источником тепла. 

 
Построение модели для решения тепловой 

задачи электронно-лучевой сварки с 
продольными колебаниями луча 

 
Источник тепла для сварки с колебаниями 

электронного луча вдоль стыка с амплитудой B 
(рис. 1) и с учетом расширения радиуса источника 
тепла на поверхности может быть представлен как 
комбинированный, непрерывно действующий в те-
чение определенного отрезка времени t, состоящий 
из следующего: 

− плоского источника, действующего в коор-
динатной плоскости X–Y, с длиной 2B1 вдоль оси X 
и шириной r вдоль оси Y, вводимого в начале ко-
ординат (0,0,0), где B1 = B + r; 

− плоского источника длиной 2h (по оси Z) и 
шириной 2B (по оси X), действующего под поверх-
ностью на расстоянии h1 в плоскости X–Z, вводи-
мого в координате (0, 0, S). 

 

 
Рис. 1. Схема источника тепла при сварке с колебаниями 
луча  вдоль стыка: B – амплитуда колебаний источника 
вдоль оси X, действующего на глубине; B1 – амплитуда 
колебаний поверхностного источника (B1 = B + r); 

2r − ширина поверхностного источника 
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Математическое описание функции источ-
ника тепла (см. рис. 1) будет иметь следующий 
вид: 
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Подставив функцию источника (1) в уравне-
ние, представляющее в общем виде интегральное 
решение задачи теплопроводности в подвижной 
системе координат для бесконечной пластины [9], 
получаем следующее выражение: 
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Разделив интегралы относительно поверхно-
стного источника и источника, действующего по 
глубине, и использовав свойства дельта-функции 
[9], получаем следующее уравнение: 
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Для решения выражения (2) необходимо оп-
ределить следующие интегралы по x, y и z:  
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Из табл. 2 работы [2] выбирается решение ин-
тегралов, соответствующее заданным условиям ис-
точника тепла и значениям x׳,  y׳ и z׳: 
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Подставив табличное решение интегралов по 
x׳, y׳ и z׳ и сделав преобразования, получаем 
окончательное решение тепловой модели в анали-
тическом виде для электронно-лучевой сварки 
с продольными колебаниями луча: 
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Применение продольных колебаний при 
электронно-лучевой сварке, а также увеличение 
амплитуды колебаний при одной и той же частоте 
приводит к изменениям глубины и формы про-
плавления относительно сварки статическим лу-
чом. Соответственно, коэффициенты k1, r, h1 и h2, 
позволяющие более точно передать форму про-
плавления и входящие в уравнение (3), будут так-
же изменяться относительно значений, получен-
ных для сварки статическим лучом. 

На основе статистической обработки данных, 
полученных при подборе коэффициентов для экс-
периментальных образцов из среднелегированных 
сталей, были получены регрессионные зависимо-

сти влияния амплитуды продольных колебаний на 
изменение коэффициентов k1, r, h1 и h2: 

2
2 2_ пр  2,342 0,684 ;h h а а= − +  

2
1 1_ пр  0,576 0,183 ;h h а а= + −  

3 2
1 1_пр  0,015 5,812 10 ;k k a а−= − + ⋅  

2_ пр  0, 225 0,098 ,r r а а= + −  

где h2 определялось как среднеарифметическое 
значение H, вычисляемое по следующим форму-
лам [17]:  

 
1

ср ср
ср пл

л св л св

5 5
;

2 2

Т ТUI
H c N L

r V а r V

−λ λ 
= ⋅ ρ +ρ + + 

 
 (4) 

 ( )( ) 1

ср 0
св

2,24
lg 2 ,H IU Т T

c V r

− λ= ⋅ πλ − ρ 
 (5) 

k1, r, h1 вычисляются соответственно по формулам  

 3
1 л0,453 5,017 7,742 10k l U−= + + ⋅ −  

 св 20,08 0,049 ;V h− −  (6) 

л св 22,129 41,62 0,047 0,311 0,317 ;r l U V h= + + − −  (7) 

1 л св 20,057 1,35 0,011 0,101 0,03 ,h l U V h= − − + − −  (8) 

где a − значение амплитуды колебаний. 
 

Построение модели для решения тепловой 
задачи сварки с поперечными колебаниями 

луча 
 
Источник тепла для сварки с колебаниями 

луча поперек стыка с амплитудой А (рис. 2) и с 
учетом расширения радиуса источника тепла на 
поверхности может быть представлен как комби-
нированный, непрерывно действующий в течение 
определенного отрезка времени t, состоящий из 
следующего: 

− плоского источника, действующего в коор-
динатной плоскости X–Y, с длиной 2A1 вдоль оси Y 
и шириной r вдоль оси X, вводимого в начале ко-
ординат (0,0,0), где A1 = A + r; 

− плоского источника длиной 2h (по оси Z) и 
шириной 2A (по оси Y), действующего под поверх-
ностью на расстоянии h1 в плоскости Y–Z, вводи-
мого в координате (0, 0, S). 

Математическое описание функции источни-
ка тепла (см. рис. 2) имеет следующий вид: 

( ) ( ) ( )1
1

1

( , , , ) ( )
4

kq
F x y z t E x E y z E

c rA

η ′ ′ ′= δ τ +ρ 
 



Построение моделей решения тепловых задач электронно-лучевой сварки с колебаниями луча 

 

 49

 ( ) ( ) ( )2 ( ) ;
4

k
x E y E z E

Ah

′ ′ ′+ δ τ 


 (9) 

( ) 1при – ,

0 при ;

r x r
E x

r x r

′≤ ≤′ =  ′< < −
 

( ) 1 1
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1 1

1при – ,

0 при – ;

A у A
E у
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A y A
E y

A y A
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( ) 1при – ,
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h z h
E z
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′≤ ≤′ =  ′< <
 

( ) 01при ,

0 при .

t t
E

t

≤ τ ≤
τ =  τ >

 

 

 
 

Рис. 2. Схема источника тепла при сварке с колебаниями 
луча поперек стыка: A – амплитуда колебаний источника 
вдоль оси Y, действующего на глубине; A1 – амплитуда 
колебаний    поверхностного    источника   (A1 =  A  +  r);  

2r − ширина поверхностного источника 
 
Аналогичным способом, представленным 

выше, находим интегральное решение тепловой 
задачи для источника (9). Подставляем функцию 
источника (9) в уравнение, представляющее в об-
щем виде интегральное решение задачи теплопро-
водности в подвижной системе координат для  
бесконечной пластины [9], разделяем интегралы 
относительно поверхностного источника и источ-
ника, действующего по глубине, и используем 
свойства дельта-функции. В итоге получаем сле-
дующее уравнение: 
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 (10) 

Находим табличные решения интегралов по 
x, y и z (см. табл. 2 работы [2]): 
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2
– erf .
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Далее подставляем их в уравнение (10). Про-
ведя преобразования, получаем уравнение, пред-
ставляющее решение тепловой задачи электронно-
лучевой сварки с поперечными колебаниями луча: 
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z S h nL
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 (11) 

Для определения коэффициентов k1, r, h1 и h2, 
входящих в уравнение (11), на основе эксперимен-
тальных данных были получены регрессионные 
уравнения в зависимости от амплитуды попереч-
ных колебаний: 

 2
2 2_ пп  3,62 1,239 ;h h а а= − +  

 2
1 1_ пп  0,32 0,072 ;h h а а= + −  

 3 2
1 1_пп  0,014 3,248 10 ;k k a а−= − + ⋅  

 2_ пп  2, 202 0,757 ,r r а а= − −  

где h2 определялось как среднеарифметическое 
значение H, вычисляемое по формулам (4) и (5); k1, 
r, h1 вычисляются по формулам (6–8) соответст-
венно; a − значение амплитуды колебаний. 

На рис. 3 представлено влияние амплитуды 
продольных и поперечных колебаний на измене-
ние значений коэффициентов k1, r, h1 и h2, входя-
щих в уравнения (3) и (11). Расчеты представлены 
для среднелегированной стали 34ХН3М, режимы 
сварки: Iл − 0,2 А, U − 30 кВ, Vсв − 16 м/ч, глубина 
проплавления при сварке без колебаний – 24 мм, 
частота колебаний 400 Гц. 

 
                   а                                                б 

 
           в                                             г 

 

Рис. 3. Влияние амплитуды продольных 1 и поперечных 2 
колебаний электронного луча при сварке на значения  
коэффициентов h2 (а), h1 (б), k1 (в) и r (г), входящих 

в уравнения (3) и (11) 
 

Построение модели для решения тепловой 
задачи сварки с х-образными колебаниями 

электронного луча 
 
Для сварки с колебаниями луча по х-образной 

траектории при выборе формы источника тепла 
[18, 19] учитываются следующие основные момен-
ты: 1-е − х-образная траектория представляет со-
бой суперпозицию продольных и поперечных ко-
лебаний, 2-е − учитываются расширения радиуса 
источника тепла на поверхности и действие источ-
ника тепла на глубине под поверхностью. Таким 
образом, принимаем источник тепла для электрон-
но-лучевой сварки с х-образной траекторией как 
комбинированный, непрерывно действующий в те-
чение определенного отрезка времени t (рис. 4), 
состоящий из следующего: 

− плоского источника, действующего в коор-
динатной плоскости X–Y, с длиной 2B1 вдоль оси X 
и шириной 2A1 вдоль оси Y, вводимого в начале 
координат (0, 0, 0), где A1 = A + r и B1 = B + r,  
r учитывает расширение источника тепла на по-
верхности; 

 
 

Рис. 4. Схема источника тепла при электронно-лучевой 
сварке с колебаниями луча по х-образной траектории 
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− объемного источника глубиной 2h (по 
оси Z), действующего под поверхностью на рас-
стоянии h1 в плоскости Y–Z, вводимого в коорди-
нате (0, 0, S) и имеющего прямоугольную форму 
размером 2A×2B в плоскости X–Y (ширина 2A 
вдоль оси Y и длина 2B вдоль оси X). 

Математическое описание функции источни-
ка тепла (см. рис. 4) имеет следующий вид: 
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Проведя подстановку функции источника те-
пла (12) в уравнение, представляющее в общем ви-
де интегральное решение задачи теплопроводности 
в подвижной системе координат для бесконечной 
пластины [9], и соответствующие преобразования, 
представленные выше, получаем следующее урав-
нение: 
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Находим табличные решения интегралов по 
x, y и z (см. табл. 2 работы [2]), соответствующие 
заданным условиям источника тепла и значениям 
x׳, y׳ и z׳: 
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Проведя подстановку найденных решений 
интегралов в уравнение (13) и сделав преобразова-
ния, находим интегральное решение тепловой за-
дачи для электронно-лучевой сварки с х-образной 
траекторией колебаний луча: 

( ) 0

1
3

1 1

1
( , , , )

16

t

t

k q
T x y z t

A B c a

η
= ×

τρ π
∫  

1 1erf erf
2 2

x B V x B V

a a

    + + τ − + τ
× − − ×    

τ τ    
 

1 1erf erf
2 2

y A y A

a a

    + −
× − ×    

τ τ    
 

( )2
2

exp
4n

z nL

a

∞

=−∞

 +
 × − ∂τ +
 τ 

∑  

0

2 erf erf
64 2 2

t

t

k q x B V x B V

ABhc a a

    η + + τ − + τ+ − − ×    ρ τ τ    
∫  

erf erf
2 2

y A y A

a a

    + −× − − ×    
τ τ    

 

2
erf

2n

z S h nL

a

∞

=−∞

  − + += +  
τ 

∑  

2
+ erf

2

z S h nL

a

 + + + − 
τ 

 

 
2

erf
2

z S h nL

a

 − − +− − 
τ 

 

 
2

erf .
2

z S h nL

a

 + − +− ∂τ 
τ 

 (14) 

Выражение (14) также может быть использо-
вано для решения тепловой задачи при электрон-
но-лучевой сварке с колебаниями луча по круговой 
и эллиптической траекториям. В случае сварки с 
круговыми и х-образными колебаниями луча зна-
чения амплитуды вдоль осей X и Y будут равны  
(A = B), а при рассмотрении сварки с эллиптиче-
скими колебаниями луча значения амплитуды бу-
дут разными (A ≠ B). 

Так же, как и в предыдущих случаях, на ос-
нове экспериментальных данных были получены 

регрессионные уравнения для определения коэф-
фициентов k1, r, h1 и h2 в зависимости от амплиту-
ды х-образных колебаний: 

 2 3
2 2_ хк  4,159 0,919 – 0,023 ;h h а а a= − +  

 2 3
1 1_ хк  0, 447 1,625 0,454 ;h h а а a= − + −  

 2 3
1 1_хк  0,042 0,044 0,011 ;k k a а a= + − +  

 2 3_ хк  1,072 0,397 0,094 ,r r а а a= − + −  

где h2 определялось как среднеарифметическое 
значение H, вычисляемое по формулам (4) и (5), k1, 
r, h1 вычисляются по формулам (6–8); a − значение 
амплитуды колебаний. 

Как было показано выше на рис. 4, увеличе-
ние амплитуды по-разному влияет на характер из-
менения значений коэффициентов k1, r, h1 и h2 при 
продольных и поперечных колебаниях. Поскольку 
х-образная траектория представляет собой супер-
позицию продольных и поперечных колебаний, 
характер изменения значений коэффициентов k1, r, 
h1 и h2 с увеличением амплитуды будет более 
сложный (рис. 5). Расчеты представлены для сред-
нелегированной стали 38Х2Н2МА, режимы свар-
ки: Iл − 0,25 А, U − 30 кВ, Vсв − 10 м/ч, глубина 
проплавления при сварке без колебаний – 30 мм, 
частота колебаний 600 Гц. 
 

 
           а                                               б 

 
           в                                                г 

 
 
 

Рис. 5. Влияние амплитуды х-образных колебаний элек-
тронного луча при сварке на значение коэффициентов h2  

(а), h1 (б), k1 (в) и r (г), входящих в уравнение (14) 
 
Таким образом, разработаны математические 

модели для решения тепловых задач при электрон-
но-лучевой сварке с колебаниями луча по про-
дольной, поперечной и х-образной траекториям. 
Модели построены аналитическим методом на ос-
нове решения задачи теплопроводности с исполь-
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зованием функций Грина – методом источников. 
В основе построения моделей для сварки с колеба-
ниями электронного луча используется введение 
комбинированного источника тепла, состоящее из 
поверхностного и действующего по глубине. Об-
щим подходом при построении моделей является то, 
что источник, действующий на поверхности, увели-
чивается на радиус r относительно размеров 2-го 
источника. Источник, распределенный по глубине, 
расположен на некотором расстоянии от поверхно-
сти по оси Z. Для имитации продольных и попереч-
ных колебаний луча размеры комбинированного ис-
точника тепла увеличиваются линейно по соответ-
ствующим осям на величину амплитуды колебаний. 
В модели для х-образной траектории применяется 
суперпозиция продольных и поперечных колебаний. 
Разработанную тепловую модель электронно-луче-
вой сварки с х-образной траекторией можно исполь-
зовать для решения тепловых задач применительно 
к круговой и эллиптической разверткам. Такое 
представление формы теплового источника позво-
ляет более точно передавать форму проплавления 
при электронно-лучевой сварке с колебаниями луча. 
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