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МЕТОДИКА РАСЧЕТА НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ ПРОФИЛЕЙ 

ГЛОБОИДНОГО ХОНА И РОТОРА ВИНТОВОГО ЗАБОЙНОГО ДВИГАТЕЛЯ  

В ЗОНЕ РАБОЧЕГО КОНТАКТА 

Глобоидное зацепление абразивного инструмента и ротора винтового забойного двигателя имеет ряд особенностей: значитель-
ная протяженность линии контакта, одновременный охват нескольких зубьев ротора, неоднородность взаимодействия профилей на раз-
ных участках линии контакта. 

Характер взаимодействия профилей должен обеспечить необходимые усилия резания в зоне контакта. Он зависит не только от 
аналитического расчета, который дает численные значения пересечения профилей по нормали к поверхности зубьев ротора, но и от фи-
зико-механических характеристик абразивного слоя глобоидного хона, которые, в свою очередь, определяются видом абразивного мате-
риала, видом связки, размером и концентрацией абразива и т.д. Пересечение профилей глобоидного хона и ротора рассчитывают мето-
дами теории зубчатых зацеплений по нормали к профилям. Действительные деформации и напряжения в зоне контакта зависят от фи-
зико-механических характеристик абразивного слоя. Проведение численных экспериментов требует определения физико-механических 
характеристик всех известных абразивных и алмазных инструментов. 

Представлена методика расчета физико-механических параметров абразивного слоя (коэффициент Пуассона и модуль Юнга)  
с последующим расчетом значений напряжения и деформации в зоне контакта глобоидного хона и профиля ротора винтового забойного 
двигателя. 

Пересечение профилей ротора и глобоидного хона зависит от установки инструмента относительно детали по нормали к про-
филю (∆n). 

Числовые эксперименты по изменению значений напряжения и деформации в зависимости от параметров установки глобоидного 
хона относительно ротора позволили рассчитать численные значения напряжения и деформации на разных участках линии контакта (φд),  
а также комплекса сочетаний параметров установки глобоидного хона (∆A, ∆γ, ∆Z). 

Полученные графики позволяют установить влияние каждого параметра в отдельности и сочетания всех параметров одновре-
менно. 

Ключевые слова: теория зацепления, профиль зубчатой детали, параметры установки инструмента, глобоидный червяк, абра-
зивный слой, характеристика абразивного слоя, линия контакта, деформация и погрешности, физико-механические свойства, коэффици-
ент Пуассона, модуль Юнга, пересечение профилей, напряженно-деформированное состояние, профиль ротора винтового забойного 
двигателя.  
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METHOD FOR CALCULATING THE STRESS-STRAIN STATE  

OF THE PROFILES OF THE GLOBOID CHORD AND THE ROTOR  

OF THE POSITIVE DISPLACEMENT MOTOR  

IN THE ZONE OF THEIR WORKING CONTACT 

The globoid gearing of the abrasive tool and the rotor of positive displacement motor has a number of features: a significant length of the con-
tact line, simultaneous coverage of several rotor teeth, and inhomogeneity of the interaction of the profiles at different sections of the contact line. 

The nature of the interaction of the profiles should provide the necessary cutting forces in the contact zone. It depends not only on the 
analytical calculation, which gives numerical values of the intersection of profiles along the normal to the surface of the rotor teeth, but also on the 
physical and mechanical characteristics of the abrasive layer of globoid chon, which in turn is determined by the type of abrasive material, type of 
bond, size and spacing of abrasive grains and etc. The intersection of the profiles of the globoidal chon and the rotor is calculated by the methods 
of the theory of gearing along the normal to the profiles. The actual deformations and stresses in the contact zone depend on the physical and 
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mechanical characteristics of the abrasive layer. Conducting numerical experiments requires the determination of the physical and mechanical 
characteristics of all known abrasive and diamond tools. 

In this paper, we present a technique for calculating the physicomechanical parameters of the abrasive layer (Poisson's ratio and 
Young's modulus) and then calculating the stresses and strains in the contact zone of the globoid chon and the rotor profile of the positive dis-
placement motor. 

The intersection of the profiles of the rotor and the globoid hone depends on the setting of the tool relative to the part along the normal to 
the profile (∆n). 

Numerical experiments on changes in stresses and strains, depending on the parameters of the installation of the globoid hone relative to 
the rotor, made it possible to calculate the numerical values of stresses and strains at different sections of the contact line (φд), as well as a com-
plex of combinations of the parameters of the globoid hone installation (∆A, ∆γ, ∆Z). 

The resulting graphs allow to determine the influence of each parameter separately and the influence of a combination of all parameters 
simultaneously. 

Keywords: theory of gears, the profile of the gear, globoidal wormgearing, abrasive layer, characteristic of the abrasive layer, line of con-
tact, deformation and errors, physical and mechanical properties, Poisson's ratio, Young's modulus, intersection of profiles, stress-strain state, ro-
tor profile of positive displacement motor. 

 

Контактные явления при глобоидном зацеп-
лении могут быть описаны на основе условий пере-
сечения профилей инструмента и детали в зависи-
мости от параметров установки глобоидного хона. 

При взаимодействии абразивного инструмен-
та и ротора винтового забойного двигателя проис-
ходит передача усилий от инструмента к заготовке 
путем непосредственного их контакта. При этом  
в контактирующих деталях возникают местные 
деформации и напряжения, называемые контакт-
ными. Несмотря на то, что в большинстве случаев 
контактные напряжения, возникающие в деталях 
машин, весьма высоки (зачастую значительно вы-
ше предела текучести материала детали), они не 
влияют на общую прочность деталей. Это объясня-
ется тем, что контактные напряжения и деформа-
ции имеют резко выраженный местный характер, 
быстро уменьшаясь по мере удаления от зоны кон-
такта [1–13]. 

При решении задачи определения значений 
контактного напряжения и деформации пользуют-
ся некоторыми допущениями. При теоретическом 
решении этой задачи рассматривают 2 тела, огра-
ниченных криволинейными поверхностями и на-
груженных силами, прижимающими эти тела друг 
к другу. При отсутствии нагрузки соприкоснове-
ние тел происходит по линии. Нагрузка, нормаль-
ная к поверхности контакта, вызывает местные де-
формации контактирующих тел, в результате кото-
рых начальный линейный контакт переходит в 
контакт по некоторой малой площадке, имеющей 
сложную форму. Давление, передаваемое от одной 
детали к другой, распределено по контактной пло-
щадке неравномерно. 

Вдоль линии контакта значения напряжения и 
деформации зависят от параметров установки ин-
струмента и угла поворота детали. Они влияют на 
величину внедрения материала, а как следствие, на 
величину контактной площадки, которая определя-
ет величину напряжений и деформаций для данных 
тел в зависимости от их физико-механических 
свойств. Перпендикулярно линии контакта значе-
ния напряжения распределяются в виде параболы, 

и свое максимальное значение имеют в середине 
контактной площадки [14–21]. 

Решение задачи базируется на следующих 
предпосылках: 

– материалы контактирующих тел однородны 
и изотропны; 

– величины сил, приложенных к соприка-
сающимся телам, таковы, что процесс деформации 
протекает в пределах справедливости закона Гука; 

– поверхность контакта весьма мала по срав-
нению с общей поверхностью каждого из соприка-
сающихся тел; 

– силы давления, передаваемые через поверх-
ность контакта от одного тела к другому, нормаль-
ны к этой поверхности. 

Для оценки напряженного состояния деталей 
необходимо определить величины 3 главных на-
пряжений. Это объясняется 2 положениями теории 
напряженного состояния. Первое положение сфор-
мулировано следующим образом: напряженное со-
стояние в точки тела задано, если известны напря-
жения на любых 3 проходящих через нее взаимно 
перпендикулярных площадках. При этом среди 
бесчисленного множества площадок, которые 
можно провести через исследуемую точку, имеется 
3 взаимно перпендикулярных площадки, касатель-
ные напряжения на которых отсутствуют, а нор-
мальные напряжения максимальны. Эти площадки 
и возникающие на них нормальные напряжения 
называются главными. 

Для исследования напряженного состояния 
профиля ротора необходимо рассматривать беско-
нечно малый параллелепипед в окрестности неко-
торой точки поверхности, как показано на рис. 1.  

 

 
Рис. 1. Схема главных напряжений 
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Давление, действующее на верхнюю грань 
параллелепипеда, должно вызвать деформации не 
только в направлении оси OY, но и в направлении 
осей OZ и OX. Этим деформациям препятствует 
материал ротора, окружающий мысленно выде-
ленный параллелепипед, и, следовательно, на его 
гранях, перпендикулярных осям OZ и OX, возни-
кают напряжения сжатия. В процессе вращения 
глобоидного хона относительно детали за счет 
трения между поверхностями возникает сила, по-
рождающая напряжения сдвига. Все эти напряже-
ния представлены на рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Схема напряжений сдвига 

 
Для рассмотрения напряженного состояния 

необходимо рассматривать главные напряжения  
в главных площадках напряжения. В каждой точке 
профиля ротора ориентация главных площадок, за 
счет сложного профиля, различна. Ориентация 
главных площадок зависит от вспомогательной 
системы координат, 2 оси которой направлены 
перпендикулярно и касательно к рассматриваемой 
точке на профиле, а 3-я перпендикулярно плоско-
сти, проходящей через ось глобоидного хона и ли-
нию зацепления. Ось, направленная по нормали к 
точке профиля, обозначается OY, касательно – OZ, 
а оставшаяся – OX. 

Приведенные рассуждения дают качествен-
ное представление о характере напряженного со-
стояния. Обстоятельное исследование, дающее ко-
личественные результаты – величины главных на-
пряжений, выполняют методами теории упругости, 
описанными в физике кристаллического твердого 
тела.  

Для определения напряжения и величины уп-
ругих деформаций вдоль оси OY воспользуемся 
уравнением напряжения и законом Гука. 

Напряжением σ называется физическая вели-
чина, численно равная упругой силе F, приходя-
щейся на единицу площади S сечения тела: 

.
F

S
σ =  

Закон Гука показывает, что напряжение σ при 
упругой деформации тела пропорционально отно-
сительной деформации: 

.
X

K
X

∆σ = ⋅  

Упругое сжатие продолжается при условии 
Fупр > F. Пока действует это условие, K = E – моду-
лю Юнга. 

На рис. 3 представлен процесс, происходя-
щий вдоль оси OY. 
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Рис. 3. Схема сжатия вдоль оси ОY 
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Относительное продольное сжатие элемен-
тарного участка, представленное на рис. 4, сопро-
вождается его относительным поперечным расши-
рением. Этот процесс описывается коэффициентом 
Пуассона .µ  Он выражает отношение относитель-

ного поперечного расширения /d d∆  к относитель-

ному продольному сжатию / .l l∆  

  

 
Рис. 4. Схема поперечного расширения 

 
Расширению материала препятствуют сосед-

ние элементарные участки. Вследствие этого в 
элементарном участке возникает поперечное на-
пряжение вдоль оси OZ: 

Z

Y 

     ∆l
 

           
   

   
   

 l 

 
 
 
 
 

 ∆d/2 

 
 
 
 
 

∆d/2 

 
 
 
 
 

d 

Y

Z

 X 

xσ  xσ  

  

yσ  

yσ  

zσ  

 

zσ   сдвигаF  

 N 



Расчет напряженно-деформированного состояния профилей глобоидного хона и ротора двигателя 

 

 97

.
d l

d l

∆ ∆µ = ⋅  

Выразим из этого уравнения d∆  и подставим 

в него выражение для :l∆  

;
l

d d
l

∆ = µ ⋅
∆

   .
d

E
d

∆σ = ⋅  

Деформация сдвига, представленная на 
рис. 5, возникает в плоскости XOY во время вра-
щения глобоидного хона за счет его трения с по-
верхностью детали. 

 
Рис. 5. Схема деформаций сдвига 

 

сдвига трен ;F f F=   tg ;θ ≈ θ   ,
F

G
S

σ = = θ  

где G – модуль сдвига, ( ) 1
1 .

2

E
G

−= ⋅ + µ  

Напряжение вычисляется по формуле  

тренсдвига .
f FF

S S
σ = =  

Величина сдвига определяется по формуле 

( ) 1
1 ;

2

F E X

S X
− ∆= ⋅ + µ ⋅  

( )трен2
1 .

f FX
X

SE
∆ = ⋅ + µ  

Для удобства проведения расчетов выразим 
уравнения напряжений и упругих деформаций че-
рез физико-механические свойства материала и ве-
личину :n∆   

;X

F n
E

S l

∆σ = = ⋅  

.X

n
F E

l

∆= ⋅  

Подставляя данное выражение силы в урав-
нения напряжения и деформаций, получим расчет-
ные формулы 

;y X

n
E

l

∆σ = ⋅   ;X

P

E
l n

E
∆ = ∆ ⋅  

;X

P

En
d d

l E

∆∆ = µ ⋅ ⋅   ;Z X

n
E

l

∆σ = µ ⋅  

трен ;X X

n
f E

l

∆σ = ⋅   ( )трен2 1 ,X

P

En
X f X

l E

∆∆ = ⋅ ⋅ ⋅ + µ  

где ЕХ – модуль упругости по нормали; µ – коэф-
фициент Пуассона; fтрен – коэффициент трения; l – 
глубина деформированного поверхностного слоя. 

Выведенные аналитические зависимости по-
зволяют определить характер влияния параметров 
установки на напряженно-деформированное со-
стояние зубчатой детали и дать количественную 
оценку. 

Оценка напряженно-деформированного со-
стояния профиля ротора винтового забойного дви-
гателя велась в 7 сечениях, определяемых углом 
поворота детали: 

φд = –0,698 132; –0,523 599; –0,261 799; 0; 
0,261 799; 0,523 599; 0,698 132. 

Для проведения числовых экспериментов вы-
браны следующие варианты установки глобоидно-
го хона относительно заготовки: 

∆А = –0,5;  ∆γ = 0;  ∆Z = ±0,25; 

∆А = 0,5;  ∆γ = 0;  ∆Z = ±0,25; 

∆А = ±0,5;  ∆γ = 0;  ∆Z = 0; 

∆А = 0; ∆γ = 0;  ∆Z = ±0,25. 

Рассмотрим 2 последних варианта установки 
глобоидного хона. 

Зависимость напряженно-деформированного 
состояния от величины n∆  носит линейный харак-
тер. Это обусловлено тем, что значения напряже-
ния и деформации были выражены через физико-
механические свойства материалов, которые явля-
ются постоянными, и параметры установки, а па-
раметры установки инструмента выражены через 

.n∆  На рис. 6 представлена зависимость напряже-
ния от .n∆  На рис. 7 представлена зависимость 
деформации от .n∆  

 

 
Рис. 6. Зависимость напряжения от ∆n 
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Рис. 7. Зависимость деформации от ∆n 

 
 

Зависимость напряженно-деформированного 
состояния от угла поворота детали носит сложный 
характер. Каждая точка профиля в процессе об-
катки ротора и хона находится в различных  
напряженно-деформированных состояниях. Для 
примера можно рассмотреть эту зависимость при 

–0,5;A∆ =  0;∆γ =  0Z∆ =  на рис. 8 и 9.  

В дальнейшем эта зависимость будет пред-
ставлена в виде напряжений и деформаций вдоль 
профиля для различных углов поворота заготовки. 
Например, для заданных параметров установки ин-
струмента это будет выглядеть, как на рис. 10 и 11. 

 
 

Рис. 8. Зависимость напряжения от дϕ  при ∆А = –0,5; ∆γ = 0; ∆Z = 0 

 

                                        
 

Рис. 9. Зависимость деформации от дϕ  при ∆А = –0,5; ∆γ = 0; ∆Z = 0 
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Рис. 10. Напряжения от дϕ  при ∆А = –0,5; ∆γ = 0; ∆Z = 0 

 

 
 

Рис. 11. Деформации от дϕ  при ∆А = –0,5; ∆γ = 0; ∆Z = 0 

 

Различные параметры установки инструмента 
относительно заготовки дают различные варианты 
пересечения их профилей. Пересечение профилей 
вызывает напряженно-деформированные состоя-
ния. Для их исследования необходимо произвести 
эксперименты с параметрами установки, опреде-
ленными выше. 

Напряженно-деформированное состояние при 
–0,5; 0; 0A Z∆ = ∆γ = ∆ =  описано выше. 
Рассмотрим напряженно-деформированное со-

стояние при ∆А = 0,5; ∆γ = 0; ∆Z = 0. На рис. 12 по-

казан график значений напряжения, а на рис. 13 – 
график значений деформации. 

Рассмотрим напряженно-деформированное 
состояние при ∆А = 0; ∆γ = 0; ∆Z = –0,25. На рис. 14 
показан график значений напряжения, а на рис. 15 – 
график значений деформации. 

Рассмотрим напряженно-деформированное со-
стояние при 0;A∆ =  0;∆γ =  0,25.Z∆ =  На рис. 16 

показан график значений напряжения, а на рис. 17 – 
график значений деформации. 
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Рис. 12. Напряжение при 0,5; 0; 0 A Z∆ = ∆γ = ∆ =  
 

Рис. 13. Деформация при 0,5; 0; 0A Z∆ = ∆γ = ∆ =  

  

 
Рис. 14. Деформация при 0; 0; 0,25A Z∆ = ∆γ = ∆ = −  

 
Рис. 15. Деформация при 0; 0; 0,25A Z∆ = ∆γ = ∆ = −  

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 16. Напряжение при 0; 0; 0,25A Z∆ = ∆γ = ∆ =  

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 17. Деформация при 0; 0; 0,25A Z∆ = ∆γ = ∆ =  
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Из анализа проведенных исследований следу-
ет, что величина положительных отклонений про-
филя зуба при положительных значениях ∆A на  
головке зуба больше, чем на ножке. В середине 
профиля зуба напряжения равны 0. При отрица-
тельных отклонениях ∆A напряжения профиля но-
сят отрицательный характер («в тело» детали) и 
одинаковы на всех участках профиля. 

При смещении инструмента вдоль оси Z было 
установлено, что напряжения левой и правой сто-
рон зуба несимметричны и зависят от величины и 
знака ∆Z. При анализе видно, что при равных по 
величине и противоположных по направлению ∆Z 
напряжения противоположных сторон зуба сим-
метричны. Установлено также, что напряжения 
профиля зуба пропорциональны отклонениям ∆Z. 
Величина напряжений правого профиля при поло-
жительных значениях ∆Z у ножки зуба больше в 
1,4 раза, чем у головки, в середине зуба напряже-
ние значительно меньше и составляет 0,1 напряже-
ний на головке зуба. Для левого профиля при по-
ложительном смещении инструмента вдоль оси Z 
наибольшие напряжения возникают на головке зу-
ба, примерно такие же напряжения в середине зуба 
и в 2 раза меньшие на ножке. 

Из расчетных вариантов, выбранных для ис-
следования, наиболее интересны варианты на ос-
нове комбинации отклонений, как наиболее воз-
можные в реальном зацеплении и дающие свои ха-
рактерные изменения расчетных напряжений 
профиля. Из анализа рисунков следует, что напря-
жения левого и правого профилей детали несим-
метричны и их величина и направления зависят от 
величины и знаков направления параметров уста-
новки глобоидного червяка. 

В ходе анализа профиля зуба при ∆A = 0,5 и 
положительных значениях ∆Z было установлено, 
что с увеличением ∆Z увеличиваются напряжения, 
при этом напряжения левой части профиля харак-
теризуются значительными усилиями на головке и 
ножке зуба и несущественными усилиями в сере-
дине зуба. Изменение значений напряжения про-
филя на ножке составляет 1,2 напряжения на го-
ловке. Напряжения правого профиля зуба отсутст-
вуют, так как отклонения находятся в основном 
в области положительных значений, однако с уве-
личением ∆Z они уменьшаются. 

Из анализа рисунков следует, что при отрица-
тельных отклонениях ∆A независимо от знака ∆Z 
расчетные напряжения профиля увеличиваются. 
Напряжения левой и правой сторон профиля не-
симметричны. При этом величина и характер на-
пряжений зависят от величины и знака ∆Z.  

Итак, можно увидеть некоторые зависимости. 
Изменение межосевого расстояния не влияет на 
номинальный профиль детали, увеличение его 
приводит к изменению профиля лишь в случае, ко-
гда он полнее нормального. Уменьшение межосе-
вого расстояния по сравнению с расчетным приво-
дит к равномерному по всему профилю увеличе-
нию напряжения, а следовательно, к увеличению 
съема, и на профиле не отражается. 

Смещение инструмента в направлении оси Z 
приводит к значительным изменениям профиля де-
тали. При этом профиль, совпадающий с направле-
нием смещения глобоидного инструмента, стороной 
зуба ротора изменяется значительно, с характерным 
увеличением напряжения на головке зуба. Противо-
положная сторона зуба ротора становится выпук-
лой, с подрезом и головки, и ножки зуба. Величина 
напряжений зависит от величины осевого смещения 
инструмента. 

Комбинации, построенные при положитель-
ных отклонениях ∆A и осевыми смещениями инст-
румента, показывают наличие вариантов, которые 
позволяют целенаправленно изменять профиль од-
ной из сторон зуба при неизменном профиле дру-
гой стороны, что позволяет управлять формообра-
зованием геометрии ротора с помощью параметров 
установки глобоидного инструмента. 

Изменение угла скрещивания осей детали и 
инструмента ∆γ в пределах возможной ошибки ус-
тановки (1°–2°) не оказывает практического влия-
ния на напряжения в профиле детали. 
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