
В Е С Т Н И К  П Н И П У  

2017  Машиностроение, материаловедение Т. 19, № 1 

 139

DOI: 10.15593/2224-9877/2017.1.09   
УДК 621.791 

Т.В. Ольшанская, Е.М. Федосеева  

Пермский национальный исследовательский  
политехнический университет, Пермь, Россия 

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ РОСТА НЕМЕТАЛЛИЧЕСКИХ 

ВКЛЮЧЕНИЙ В СВАРОЧНОЙ ВАННЕ  

Неметаллические включения в сварном шве, как и во всем сварном соединении, могут 
служить концентраторами напряжений.  Включения, образующиеся в сварном шве, имеют эндо-
генное происхождение. Форма, размер, состав включений зависит от многих факторов. Образо-
вание включений в результате взаимодействия компонентов, растворенных в металле, связано с 
процессом образования новой фазы внутри исходной. Процесс образования новой фазы опре-
деляется термодинамикой (принципиальная возможность протекания процесса) и кинетикой (ин-
тенсивность, скорость протекания) процесса. В работе рассмотрен процесс образования неме-
таллических включений с помощью математического анализа. Выполнен расчет времени пребы-
вания металла сварочной ванны в жидком состоянии, с использованием математической модели, 
описывающей термический цикл при нагреве пластины ограниченной толщины нормально-
круговым источником тепла. Модель термического цикла при нагреве пластины ограниченной 
толщины нормально-круговым источником тепла получена на основе теории теплопроводности. 
Распределение тепла в любой точке тела в каждый момент времени удовлетворяет дифферен-
циальному уравнению теплопроводности, решение которого найдено с помощью функции Грина. 
Сопоставление результатов количественного и математического анализа показало, что увеличе-
ние времени пребывания металла шва в жидком состоянии приводит к увеличению объемной 
доли неметаллических включений в сварном шве. При этом при сварке электродами с рутиловым 
покрытием увеличивается объемная доля как мелких, так и средних включений. При сварке элек-
тродами с основным покрытием с увеличением времени пребывания метала в жидком состоянии 
происходит увеличение объемной доли включений как крупных, так и средних и мелких. 

Ключевые слова: неметаллические включения, сварной шов, математический анализ, 
сварочная ванна, уравнение теплопроводности, функция Грина, электроды, объемная доля 
включений, источник тепла, термодинамика. 
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THE MATHEMATICAL ANALYSIS OF GROWTH  

OF NONMETALLIC INCLUSIONS IN THE WELDING BATH 

Nonmetallic inclusions, as well as in all welded connection, can serve in a welded seam as con-
centrators of tension. In a welded seam the formed inclusions have an endogenous origin. The form, the 
size, structure of inclusions depends on many factors. Formation of inclusions as a result of interaction 
of the components dissolved in metal is connected with process of formation of a new phase in initial. 
Process of formation of a new phase is defined by thermodynamics (a basic possibility of course of 
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process) and kinetics (intensity, course speed) of process. In work process of formation of nonmetallic 
inclusions by means of the mathematical analysis is considered. Calculation of time of stay of metal of a 
welding bathtub in liquid state is executed, using the mathematical model describing a thermal cycle 
when heating a plate of limited thickness a normal and circular source of heat. The model of a thermal 
cycle when heating a plate of limited thickness a normal and circular source of heat is received on the 
basis of the theory of heat conductivity. Distribution of heat in any point of a body in each timepoint sat-
isfies to the differential equation of heat conductivity which solution is found by means of Green's func-
tion. The analysis of comparison of results of the quantitative and mathematical analysis has shown that 
increase in time of stay of metal of a seam in liquid state leads to increase in a volume fraction of non-
metallic inclusions in a welded seam. At the same time when welding by electrodes with a rutilovy cov-
ering the volume fraction of both small, and average inclusions increases. When welding by electrodes 
with the main covering with increase in time of stay threw in liquid state there is an increase in a volume 
fraction of inclusions as large, and average, and small. 

Keywords: nonmetallic inclusions, welded seam, mathematical analysis, welding bathtub, heat 
conductivity equation, Green's function, electrodes, volume fraction of inclusions, heat source, thermo-
dynamics. 

 
Неметаллические включения присутствуют в сварном соедине-

нии в целом, как в основном металле, так и в сварном шве. На сего-
дняшний день известно, что неметаллические включения могут слу-
жить концентраторами напряжений, что в сочетании с понижением 
пластических свойств сварного шва приводит к разрушению сварных 
конструкций [1, 2].  

Для оценки влияния неметаллических включений на свойства ме-
талла необходимо учитывать как их химический состав и количество, 
так и форму, размер и расположение. Однако неизвестно, какая из этих 
характеристик наиболее опасна с точки зрения воздействия на свойства 
сварного шва.  

Большинство включений, образующихся в сварном шве, эндо-
генного происхождения. При этом их образованию в сварочной ванне 
будут способствовать обогащение жидкого металла примесями вслед-
ствие ликвационных процессов и понижение совместной растворимо-
сти примесей при охлаждении металла сварочной ванны [3]. Экзоген-
ные включения могут образовываться в результате перехода в свароч-
ную ванну части расплавленного покрытия или неполного удаления 
шлаковой корки с поверхности предыдущего валика (при многопро-
ходной сварке). 

Формы и размеры включений в металле шва в основном зависят 
от их температуры плавления, которая, в свою очередь, определяется 
химическим составом включений. Состав неметаллических включений 
во многом зависит от способа сварки и применяемых сварочных мате-
риалов [4].  
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Процесс образования включений в результате взаимодействия 
компонентов, растворенных в металле, а также выделение включений в 
результате уменьшения их растворимости в железе при понижении 
температуры связаны с процессом образования новой фазы внутри ис-
ходной. 

Процесс образования новой фазы определяется термодинамикой 
(принципиальная возможность протекания процесса) и кинетикой  
(интенсивность, скорость протекания) процесса [5]. Образование но-
вой фазы внутри раствора начинается с появления устойчивых заро-
дышей. Необходимым условием их образования является наличие пе-
ресыщения, которое наступает или в результате уменьшения раство-
римости включений при охлаждении расплава, или вследствие 
образования различных соединений за счет протекания химических ре-
акций. Основную долю включений в сварном шве составляют оксиды 
и сульфиды. 

Анализ уравнений термодинамики, приведенный в работах [6–8], 
показал, что интенсивность зарождения неметаллических включений в 
сварочной ванне и размер образующихся зародышей зависят от степе-
ни пересыщения расплава выделяющимся веществом С/СS и от вели-
чины межфазного натяжения на границе расплав – включение σм–в, что 
также подтверждено автором работы [5]. 

Образование оксидных включений происходит при значительном 
пересыщении (для образования SiO2 пересыщение расплава должно 
быть 80–800, для Al3O3 – 3·106…3,6·1014). Необходимую величину пе-
ресыщения можно снизить путем снижения величины межфазного на-
тяжения на границе металл – включение. Известно, что чем больше со-
держание FeO и MnO в выделяющихся включениях, тем меньше вели-
чина межфазного натяжения на границе металл – включение и тем 
больше интенсивность зарождения оксидных включений.  

Образование сульфидных включений [9] во многом зависит от 
наличия в металле сульфидообразующих элементов, так как сера в от-
личие от кислорода имеет неограниченную растворимость в жидком 
железе. Сульфидные включения образуются в сварочной ванне во вре-
мя кристаллизации и после нее, уже в твердом металле. 

На процесс формирования сульфидных включений оказывают 
большое влияние условия перехода металла из жидкого состояния  
в твердое. При увеличении скорости охлаждения содержание сульфи-
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дов существенно снижается, а вместе с ним уменьшается и радиус 
включений. 

Наибольшая концентрация серы будет наблюдаться у границы 
расплав – кристалл. Ее распределение зависит от скорости затвердева-
ния металла, коэффициента диффузии серы в расплаве и коэффициента 
распределения серы между жидким и твердым металлами. 

Рассмотренные аспекты формирования оксидов и сульфидов 
справедливы для образования устойчивых зародышей в гомогенной 
среде. Однако в реальных условиях сварочная ванна будет являться ге-
терогенной средой. В этом случае процесс образования неметалличе-
ских включений во многом будет определяться степенью смачивания 
новой фазы подложки, на которой выделяется эта фаза. Чем лучше 
смачивает подложку материал новой фазы, тем легче происходит вы-
деление новой фазы на подложке.  

Такая особенность дуговых способов сварки, как протекание че-
рез сварочную ванну тока значительной величины, может повлиять на 
образование неметаллических включений. Ток, протекающий через 
границу металл – оксидный расплав, может существенно изменить ве-
личину межфазного натяжения.  

Из теории электрокапиллярных явлений следует, что при прохо-
ждении тока через границу металл – электролит электрический потен-
циал металла практически не изменится в том случае, если электролит 
будет содержать большое количество ионов данного металла, т.е. при 
образовании зародышей сульфидов и оксидов, имеющих большую 
концентрацию Fe, наложение внешнего электрического поля не долж-
но заметно изменить условия их возникновения. При наличии в оксид-
ной фазе значительного количества MnО прохождение тока через гра-
ницу металл – включение также будет влиять на величину межфазного 
натяжения незначительно. Таким образом, прохождение тока через 
сварочную ванну в момент зарождения неметаллических включений 
не будет оказывать существенного влияния на процесс их образования. 

Процесс образования неметаллических включений в сварных 
швах при дуговых способах сварки с помощью математического ана-
лиза представляет большой интерес. 

Исследования проводились на сталях 17Г1С и Ст3пс. Химиче-
ский состав и механические характеристики сталей представлены со-
ответственно в табл. 1 и 2.  
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Таблица 1 

Химический состав сталей 

Массовая доля элементов, % Марка 
стали C Si Mn Ni S P Cr Cu As 

Ст3пс 0,14–0,22 0,05–0,15 0,4–0,65 до 0,3 
до 

0,05 
до 

0,04 
до 0,3 до 0,3 

до 
0,08 

17Г1С 0,15–0,2 0,4–0,6 1,15–1,6 до 0,3 
до 

0,04 
до 

0,035 
до 0,3 до 0,3 

до 
0,08 

 
 

Таблица 2 

Механические характеристики сталей 

Марка стали σ0,2, Н/мм2 σВ, Н/мм2 δ, % KCU–40, Дж/см2 

Ст3пс 245 370–480 26 39 

17Г1С 345 510 23 39 

 
Образцы сваривались многослойной ручной дуговой сваркой 

электродами с покрытиями разного типа. Сварочные материалы и 
размеры образцов указаны в табл. 3. 

 
Таблица 3 

Материалы, используемые в образцах 

Номер 
образца 

Марка 
стали 

Марка 
электрода 

Тип покрытия Толщина 
образцов, мм 

1 (46) ОК 46 рутиловый 10 

2 (53) 
Ст3 

ОК 53 основный 10 

ЛБ 52У* основный 

УОНИ 13/55 основный 3 (Ст2) 17Г1С 

МТГ-02 основный 

12,4 

 
* Марки электродов, которыми были заварены корневые проходы об-

разцов. 
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В табл. 4 приведен химический состав наплавленного металла  
в зависимости от марки используемого электрода1. 

 

Таблица 4 

Химический состав наплавленного металла 

Массовая доля элементов, % Марка  
электрода С Si Mn S P 

ОК 46 0,08 0,3 0,4 до 0,04 до 0,045 

ОК 53 0,06 0,4 1,1 до 0,015 до 0,015 

ЛБ 52У 0,05–0,10 до 0,75 до 1,6 до 0,02 до 0,02 

УОНИ 13/55 0,08 0,2–0,5 0,6–1,2 до 0,03 до 0,035 
 

Таблица 5 

Режимы сварки электродами разного типа 

Сила сварочного тока, А Диаметр  
электрода, мм Нижнее Потолочное Вертикальное 

Электроды с основным покрытием 
3,2 

90–130 80–120 90–110 
Электроды с рутиловым покрытием 

3,0 
80–160 80–140 80–180 

 
Режимы сварки представлены в табл. 5. 
При проведении количественного анализа был отмечен разброс 

размеров неметаллических включений в образцах, сваренных электро-
дами с одинаковым типом покрытия [10]. Все процессы, связанные с 
образованием и ростом включений, описанные выше, напрямую зави-
сят от объема сварочной ванны и времени пребывания металла ванны в 
жидком состоянии [11]. Объем сварочной ванны определяется основ-
ными параметрами режима сварки: силой тока, напряжения и скоро-
стью сварки [12]. Однако один и тот же объем сварочной ванны можно 
получить при разных сочетаниях этих параметров. Как следствие, для 
оценки полноты протекания процессов образования неметаллических 
включений и их удаления из сварочной ванны необходимо определить 
                                                 

1 ГОСТ 9467–75. Электроды покрытые металлические для ручной дуговой 
сварки конструкционных и теплоустойчивых сталей [Электронный ресурс]. URL: 
http://metplus-vrn.ru/downloads/gost9467-75.pdf (дата обращения: 25.10.2016). 
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время пребывания металла сварного шва в жидком состоянии для каж-
дого прохода. 

Для расчета времени пребывания металла сварочной ванны в 
жидком состоянии можно использовать математическую модель, опи-
сывающую термический цикл при нагреве пластины ограниченной 
толщины нормально-круговым источником тепла. Считая, что металл 
сварочной ванны будет находиться в жидком состоянии при темпера-
туре более 1500 °С и построив термический цикл, можно определить 
время пребывания металла сварного шва при температурах свыше 
1500 °С, проведя изотерму. 

Модель термического цикла при нагреве пластины ограниченной 
толщины нормально-круговым источником тепла получена на основе 
теории теплопроводности. Распределение тепла в любой точке тела в 
каждый момент времени удовлетворяет дифференциальному уравне-
нию теплопроводности, решение которого найдено с помощью функ-
ции Грина. Физическая сущность метода функций Грина заключается в 
том, что любой процесс распределения тепла в теплопроводящем теле 
можно представить как совокупность процессов выравнивания темпе-
ратуры от элементарного источника тепла, распределенного как в про-
странстве, так и во времени.  

В общем виде решение находится следующим образом: 

( ) ( )
0

1
( , , , ) , , , , , , , , , ,

t

V

T x y z t G x x y y z z t W x y z x y z
c

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − τ ⋅ τ ∂ ∂ ∂ ∂τ
ρ ∫ ∫  

где ( , , , )T x y z t  – температурное поле или распределение темпера-
туры     в    точке с координатами x, y, z в момент времени t; 

( ), , , , , ,G x x y y z z t′ ′ ′ − τ  – функция Грина (также функция источника, 
или функция влияния), применительно к теории теплопроводности 
может определяться как температура в точке с координатами x, y, z  
в момент времени t, обусловленная действием мгновенного точечного 
источника единичной мощности, помещенного в точку с координатами 

, ,x y z′ ′ ′  в течение времени τ [8]; ( ), , ,W x y z′ ′ ′ τ  – стандартизированная 

функция, зависящая от формы источника тепла, начальных и гранич-
ных условий. При нулевых начальных и граничных условиях стандар-
тизированная функция находится как функция источника нагрева: 

( ) ( ), , , , , , .W x y z F x y z′ ′ ′ ′ ′ ′τ = τ   
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Решение задачи теплопроводности по этому методу сводится к 
правильному выбору источников нагрева и их распределению. В рас-
сматриваемом случае источник тепла выбирается нормально-круговой 
непрерывно-действующий, как наиболее точно описывающий реальное 
воздействие сварочной дуги как источника нагрева. При построении 
модели, описывающей распределение тепла в теле под действием нор-
мально-кругового источника, рекомендуется подбирать фиктивный со-
средоточенный источник тепла. Фиктивный сосредоточенный источ-
ник тепла – это такой источник, тепло которого q, распространяясь по 
пластине в течение времени t0, приводит к такому же распределению 
температуры, которое вызвано данным нормально-круговым источни-
ком. Таким образом, распределение температуры, вызванное действи-
ем нормально-кругового источника, можно рассматривать как распре-
деление температуры от фиктивного сосредоточенного источника, 
введенного в определенной точке, на время t0. Подбирая длительность 
распределения фиктивного источника t0 и количество теплоты q, мож-
но обеспечить совпадение распределения, вызванного фиктивным ис-
точником, с распределением, вызванным нормально-круговым источ-
ником: 

( )
2 2

2 2
0

0 0

1
exp exp ,

4 4 4

r r
q kr kr t

at at ak

 
= − = − → = → = 

 
 

где k – коэффициент сосредоточенности нормально-кругового источ-
ника; а – коэффициент температуропроводности металла пластины. 

Трехмерное уравнение теплопроводности в подвижной системе 
координат имеет вид [8] 

2 2 2

2 2 2

( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

( , , , ).

T x y z t T x y z t T x y z t T x y z t
a

t x y z

T
V F x y z t

x

 ∂ ∂ ∂ ∂= + + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
∂+ +
∂

 

Геометрические условия: ;x−∞ < < +∞  ;y−∞ < < +∞  0 .z L≤ ≤  

Физические условия: , , , .c a
c

λρ λ =
ρ

 



Математический анализ роста неметаллических включений в сварочной ванне 
 

 147

Краевые условия: начальные условия – ( , , , ) 0,T x y z t =  граничные 

условия 2-го рода – 
( , ,0, )

0,
T x y t

t

∂ =
∂

 
( , , , )

0.
T x y L t

t

∂ =
∂

 

Решение уравнения теплопроводности методом функции Грина 
имеет следующий вид: 

( ) ( )
0 0

( , , , ) , , , , , , , , , .
t L

T x y z t G x x y y z z t W x y z x y z
+∞ +∞

−∞ −∞

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − τ ⋅ τ ∂ ∂ ∂ ∂τ∫ ∫ ∫ ∫  

Поскольку краевые условия являются нулевыми, стандартизиро-
ванная функция равна функции источника тепла: 

( ) ( ), , , , , , ,W x y z F x y z′ ′ ′ ′ ′ ′τ = τ  

( ) ( ) ( ) ( ), , , ( ),
q

F x y z x x y y z z E
c

′ ′ ′ ′ ′ ′τ = δ − δ − δ − τ
ρ

 

1при 0 ,
( )

0 при .

t
E

t

≤ τ ≤τ =  τ ≥
 

Функция Грина определяется следующим образом: 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , , ;G x x y y z z t G x x t G y y t G z z t′ ′ ′ ′ ′ ′− τ = − τ ⋅ − τ ⋅ − τ  

( )
( )

( )
( )

2
1

, , exp ;
42

x x
G x x t

a ta t

 ′−
′  − τ = ⋅ −

 − τπ − τ  
 

( )
( )

( )
( )

2
1

, , exp ;
42

y y
G y y t

a ta t

 ′−
′  − τ = ⋅ −

 − τπ − τ  
 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2

2

21
, , exp

42

2
exp ;

4

n

z z nL
G z z t

a ta t

z z nL

a t

+∞

=−∞

  ′− +′  − τ = ⋅⋅⋅ − +  − τπ − τ   
 ′+ +  + −  − τ  

∑
 

( )
( )

( ) ( )2 2

3

1
, , , , , , exp

4 ( )2 ( )

x x y y
G x x y y z z t

a ta t

 ′ ′− + −
′ ′ ′  − τ = − ×

 − τπ − τ  
 



Т.В. Ольшанская, Е.М. Федосеева 
 

 148

( )
( )

( )
( )

2 2
2 2

exp exp ;
4 4n

z z nL z z nL

a t a t

+∞

=−∞

    ′ ′− + + +    × − + −    − τ − τ     
∑  

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

2 2

3 3
0 0

2 2

2

1
( , , , ) exp

4 ( )8 ( )

2 2
exp exp

4 4

( ) .

t L

n

x x y yq
T x y z t

a tc a t

z z nL z z nL

a t a t

x x y y z z E x y z

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞

=−∞

 ′ ′− + −
 = ⋅ − ×
 − τρ π − τ  

    ′ ′− + + +    × − + − ×    − τ − τ     

′ ′ ′ ′ ′ ′× δ − δ − δ − τ ∂ ∂ ∂ ∂τ

∫ ∫ ∫ ∫

∑  

Используя свойства δ-функции и единичной функции, а также 
учитывая подвижность источника и постоянную времени t0, оконча-
тельно получим 

( ) ( ) ( )

( )

2 2

3 3
00 0

2

0

1 ( )
( , , , ) exp

44

( 2 )
exp .

4

t

n

q x V y
T x y z t

a tc a t

z nL

a t

+∞

=−∞

 + τ += ⋅ − ×  τ + ρ π τ+

 +× − ∂τ  τ + 

∫

∑
 

С использованием приведенной математической модели в про-
грамме MathCAD были произведены расчеты времени пребывания ме-
талла сварочной ванны для каждого случая. Расчет времени представ-
лен на рис. 1. 

 
Рис. 1. Расчет времени пребывания металла шва при Т = 1500 °С 
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Данные количественного анализа были сопоставлены с результа-
тами расчета времени пребывания металла шва в жидком состоянии 
для всех анализируемых случаев. Результаты сопоставления приведе-
ны в таблице. 

 

Результаты расчета 

Тип  
покрытия 

Время пребывания 
при Т = 1500 °С 

Общий 
об. % 

Мелкие 
включения, 

об. % 

Средние 
включения, 

об. % 

Крупные 
включения, 

об. % 

Рутиловый 1,3 0,4063 0,132117 0,267918 0,006261 

Рутиловый 4,7 0,4496 0,147995 0,296237 0,005373 

Рутиловый 8,2 0,508 0,18543 0,31815 0,004415 

Основный 2 0,0213 0,0142 0,0071 0 

Основный 5,1 0,0302 0,0178 0,0124 0 

Основный 8,7 0,0365 0,0252 0,0113 0 

Основный 5,57 0,0537 0,038057 0,015643 0 

Основный 5,4 0,0527 0,022652 0,030049 0 

Основный 4,4 0,0417 0,019563 0,022137 0 

Основный 16,7 0,1634 0,07687 0,08394 0,00259 

Основный 12,65 0,1148 0,066845 0,04756 0,000394 

Основный 4,6 0,049 0,039596 0,009403 0 

Основный 6,7 0,0712 0,048633 0,022566 0 

 
Анализ сопоставления показал следующие закономерности. Уве-

личение времени пребывания металла шва в жидком состоянии приво-
дит к увеличению объемной доли неметаллических включений в свар-
ном шве (рис. 2, 4). При этом при сварке электродами с рутиловым по-
крытием увеличивается объемная доля как мелких, так и средних 
включений (рис. 3). При сварке электродами с основным покрытием  
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с увеличением времени пребывания метала в жидком состоянии про-
исходит увеличение объемной доли и крупных, и средних, и мелких 
включений (рис. 5). 

 

 
 

Рис. 2. Изменение общей объемной доли НВ в зависимости от времени  
пребывания металла шва в жидком состоянии при сварке электродами  

с рутиловым типом покрытия 
 

 
Рис. 3. Изменение объемной доли по группам включений в зависимости  
от времени пребывания металла шва в жидком состоянии при сварке  
электродами с рутиловым типом покрытия: 1 – мелкие; 2 – средние;  

3 – крупные 
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Рис. 4. Изменение общей объемной доли НВ в зависимости от времени  
пребывания металла шва в жидком состоянии при сварке электродами  

с основным типом покрытия 
 

 
Рис. 5. Изменение объемной доли по группам включений в зависимости  
от времени пребывания металла шва в жидком состоянии при сварке  
электродами с основным типом покрытия: 1 – мелкие; 2 – средние;  

3 – крупные 
 

Таким образом, математический анализ неметаллических вклю-
чений в сварных швах позволил количественно оценить объемную до-
лю включений, которая по совокупности мелких, средних и крупных 
включений близка к объемной доле включений, полученных количест-
венным анализом. 
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