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РЕГУЛЯРИЗОВАННЫМ МЕТОДОМ 

DEFINITION OF THE MODE OF WELDING  

OF DUALITY REGULARIZATED METHOD 

Рассмотрено решение задачи оптимизации теплового процесса сварки пластин двойст-
венным регуляризованным методом. Предложен алгоритм численного решения. Приведены ре-
зультаты численных решений. Описаны преимущества алгоритма численного решения, постро-
енного с использованием двойственного регуляризованного метода. 
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The decision of optimization problem of heat welding process of plates is considered with duality 

regularizated method. The algorithm of the numerical decision is offered. Results of numerical decisions 
are given. Advantages of algorithm of the numerical solution of duality regularizated method con-
structed with use are described. 
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conductivity. 

 
Оптимизация решений технических задач связана с определением экс-

тремальных в определенном смысле режимов, свойств и условий работы ис-
следуемых процессов и объектов. Определенный смысл исследования объек-
та или процесса закладывается в выражении некоторой функции, расчетный 
параметр которой составляется с учетом наиболее важных показателей каче-
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ства процесса и технико-экономических характеристик. По значению этой 
функции оценивают меру качества процесса в области допустимых значений 
расчетного параметра. 

Если расчетный параметр функции, принимаемый в качестве меры, яв-
ляется «нежелательным» для данного процесса, то функцию нужно миними-
зировать, а если расчетный параметр рассматривается как мера «качества» 
процесса, то ищут максимальное значение этой функции. Таким образом, 
формализованная постановка и решение технической задачи оптимизации 
связаны с составлением и поиском экстремума (минимума или максимума) 
некоторой целевой функции f(x), определенной на заданном множестве Х.  

Для технических приложений наиболее важным классом задач оптими-
зации являются задачи, при постановке которых целевая функция должна за-
висеть от вида другой функции, т.е. аргументом целевой функции является 
другая функция. В этом случае выражение целевой функции связано с поня-
тием функционала и функциональной зависимости. Применение функции  
в качестве аргумента, описывающего состояние процесса, позволяет более 
точно формализовать параметр качества и составить более адекватную ре-
альному процессу модель целевой функции. 

Эффективным методом решения задач оптимизации являются методы 
теории оптимального управления: принцип максимума Понтрягина, метод 
моментов, момент динамического программирования Беллмана, разработан-
ные в середине прошлого столетия [1, 2]. 

В теории сварочных процессов рассмотрены задачи оптимального 
управления тепловыми процессами сварки, которые решены с использовани-
ем принципа максимума и метода моментов для систем с распределенными 
параметрами [3]. При постановке задач оптимального управления процесса-
ми сварки в качестве управляющего воздействия была принята плотность 
мощности сварочного источника, ограниченного по максимальной величине. 
Функция плотности мощности была получена в результате задач оптимиза-
ции, и она определяла форму пятна нагрева сварочного источника, его мощ-
ность и распределение плотности мощности по пятну нагрева [4–8]. 

В случае наиболее равномерного распределения максимальной темпера-
туры нагрева по ширине сварного шва пятно нагрева сварочного источника 
имеет форму двух полос, расходящихся к хвостовой части сварочной ванны 
[7–9]. Сварочный источник такой формы обеспечивает минимум тепловло-
жения в процессе сварки, минимальную ширину зоны термического влияния 
и минимальный уровень временных и остаточных деформаций и напря-
жений. 

Недостатком полученных в результате оптимизации сварочных процес-
сов с применением принципа максимума является то, что плотность мощно-
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сти сварочного источника должна принимать максимальные значения в каж-
дой точке пятна нагрева и нулевое значение вне площади пятна нагрева, т.е. 
оптимальный сварочный источник определяется в классе кусочно-постоян-
ных функций, которые наиболее точно могут быть реализованы высококон-
центрированными сварочными источниками с минимальной инерционно-
стью в управлении, в частности при электронно-лучевой и лазерной сварке. 

Рассмотрим постановку и решение одной из задач оптимизации по 
принципу максимума, представленных в [3]. Решим ее с применением двой-
ственного регуляризованного метода [10] и сравним результаты и эффектив-
ность решения с применением принципа максимума.  

Рассмотрим задачу сварки пластин с применением схемы линейного бы-
стродвижущегося источника. Математической моделью теплового процесса 
является одномерное уравнение теплопроводности [3]:  
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где функция ( , )T y t  – распределение температуры в направлении оси y, пер-

пендикулярной направлению сварки (стыку пластин), 
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( , )q y t  – функция плотности мощности, Vc  – объемная теплоемкость.  

Обозначим через 2 ( )L X  пространство функций, суммируемых с квадра-
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{ }2 ( ) :f U f L Q f R∈ = ∈ ≤ , 

где ( )T y′  – заданное распределение температуры.  

Введем оператор 2 2: ( ) [0, ],A L Q L l→  сопоставляющий функции f  функ-

цию ( , ).u x t′  Можно показать, что данный оператор непрерывен. Пусть { }ke  – 

базис в 2[0, ].L l  В качестве функций ( )ke x  можно взять, например, функции 
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пряженный оператор A∗  определяется равенством ( , ),A g y t∗ = ψ  где ( , )y tψ  – 

решение начально-краевой задачи 
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Рассмотрим аппроксимирующие задачи 

2

1

( ) , , min,
N

N k k
k

J f f T e
=

′= ϕ − →∑  

где N – число взятых членов ряда.  
Для решения этих задач можно воспользоваться двойственным регуля-

ризованным методом [10]. Для этого введем регуляризованные задачи 

 ( )2 2( ) ( ) inf,N N NT f J f f R= + α − →  , 0.Nf U∈ α →   

Введем функцию Лагранжа 

( )( )2 2( , ) ( ) , 0.N N NL f J f f Rλ = + α + λ − λ ≥     

и двойственную задачу  

 inf ( , ) supNL f λ →  2 ( ), 0,f L Q∈ λ ≥  (2) 
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Для всех λ существует единственное решение задачи ( , ) inf,NL f λ →  

которое находится решением следующей системы [11]: 

 ( )

1 1

1 1
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Таким образом, у нас появляется функция одной переменной 
( ) inf ( , ).NL fχ λ = λ  Находим sup ( ),Nλ = χ λ  0,λ ≥  затем, решая систему (3) 

при полученном значении ,Nλ = λ  находим коэффициенты 1, ..., Nu u  и при-

ближенное значение 
1

.
N

N i i
i

f u
=

= ϕ∑   

Численное решение одной из задач оптимизации с использованием рас-
смотренного метода выполним при следующих исходных данных [3]: шири-
на свариваемых пластин 7l =  см, время воздействия источника в попереч-
ном сечении сварного соединения (время, в течение которого пятно нагрева 
источника пересекает поперечное сечение) 3,9t′ =  с, заданное распределение 
температуры ( )T y′  определяется функцией 

max 1 2

1 2

,  [ , ],          
( )

0,  [0, ] [ , ],

T y y y
T y

y y y l

∈′ =  ∈ ∪
  

где для численного решения заданная ширина шва определяется координата-
ми 1 2,5y =  см, 2 4,5y =  см, максимальная температура нагрева 

max 1100 C.T = °  

Результаты решения задачи с применением двойственного регуляризо-
ванного метода приведены на рис. 1–3. 

На рис. 1 изображены распределения температур заданной ( )T y′  и по-

лученной в результате решения ( , )T y t′  в поперечном сечении свариваемых 

пластин при числе взятых членов ряда N = 15. 
На рис. 2 изображена форма пятна нагрева при среднем значении функ-

ции плотности мощности f = 270 °С/с. Характерная форма пятна нагрева ис-
точника при заданной точности расчетов состоит также из двух полос, расхо-
дящихся к хвостовой части пятна нагрева, как и при решении задачи по 
принципу максимума. 

 

         (3)
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Рис. 1. Температура в момент времени 3,9t′ = с при N = 15. 

Пунктиром изображен график функции Т ′(у)  

 
Рис. 2. Линия уровня функции f(y, t), соответствующая  

значению f = 270 °С/с 
 

 
Рис. 3. Температура в момент времени 3,9t′ = с при N = 20. 

Пунктиром изображен график функции Т ′(у)  
 

На рис. 3 представлен результат решения задачи при повышении числа 
членов ряда до 20. Точность решения существенно повышается     при  увели-
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чении числа членов ряда всего на 5. При решении по принципу максимума 
соответствующее повышение точности достигается при гораздо большем 
числе членов ряда.  

Отметим преимущества приведенного метода. Переходя к двойственной 
задаче (2), мы переходим к более простой одномерной задаче. Кроме того, 
благодаря процессу регуляризации полученная последовательность прибли-

жений { }Nf  будет гарантированно сходится ко множеству оптимальных ре-
шений. Заметим также, что, в отличие от метода, предложенного А.Г. Бут-
ковским [2], при данном подходе не используются представление управляе-
мых величин в виде интегральных соотношений (что не всегда возможно 
выполнить), кроме того, оптимальное управление ищется в более широком 
классе функций. Ограничения же классом кусочно-постоянных функций  
не всегда соответствует физической сущности задачи.  
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