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MATHEMATICAL SIMULATION OF STRESS-STRAIN  

STATE THIN STRIP IN THE ROLLING 

ぞí ÜïÖÜçñ ëñ¡ÜëëñÖöÖÜÇÜ ëñüñÖó　 ¡ÜÖñôÖÜ-ëí£ÖÜïöÖÜú âÜë½▲ Üï¿Üçóú ßí¿íÖïí ~ÖñëÇñöó-

ôñï¡óê £íöëíö, í öí¡¢ñ Üï¿Üçó　 ïöíöó¡Ü-ÑóÖí½óôñï¡ÜÇÜ ëíçÖÜçñïó　, ëíïï½íöëóçíñ½▲ê ç ëí½¡íê 

ç▲Ññ¿ñÖÖ▲ê ~¿ñ½ñÖöíëÖ▲ê Üßéñ½Üç, äÜ¿ÜôñÖÖ▲ê äÜöñ½ ëí£ßóñÖó　 £ÜÖ▲ ä¿íïöóôñï¡ÜÇÜ âÜë½Ü-

ó£½ñÖñÖó　 äÜ ññ Ñ¿óÖñ, ï óïäÜ¿á£ÜçíÖóñ½ ßÜ¿ññ ¡Üëëñ¡öÖ▲ê âÜë½ íÖí¿óöóôñï¡óê ÜäóïíÖóú Üï-

¿Üçóú çÖñüÖñÇÜ ¡ÜÖöí¡öÖÜÇÜ öëñÖó　 ó Üï¿Üçó　 ä¿íïöóôÖÜïöó, äÜ¿Üôó¿ó ëí£çóöóñ ôóï¿ñÖÖ▲ñ ½í-

öñ½íöóôñï¡óñ ½ÜÑñ¿ó ¿Ü¡í¿áÖ▲ê ó óÖöñÇëí¿áÖ▲ê êíëí¡öñëóïöó¡ Öíäë　¢ñÖÖÜ-ÑñâÜë½óëÜçíÖÖÜÇÜ 

ïÜïöÜ　Öó　 ½ñöí¿¿í äëó ÇÜë　ôñú äëÜ¡íö¡ñ ÜöÖÜïóöñ¿áÖÜ öÜÖ¡óê ¿ñÖö ó äÜ¿Üï ç ôóïöÜç▲ê ëíßÜôóê 

¡¿ñö　ê üöëóäïÜç▲ê ó üóëÜ¡ÜäÜ¿ÜïÖ▲ê ïöíÖÜç.  

 

と¿0ôñç▲ñ ï¿Üçí: üóëÜ¡ÜäÜ¿ÜïÖ▲ú ïöíÖ, öÜÖ¡í　 äÜ¿Üïí, ÇÜë　ôí　 äëÜ¡íö¡í, êÜ¿ÜÑÖí　 äëÜ-

¡íö¡í, ½íöñ½íöóôñï¡í　 ½ÜÑñ¿á, ¿Ü¡í¿áÖ▲ñ ó óÖöñÇëí¿áÖ▲ñ êíëí¡öñëóïöó¡ó Öíäë　¢ñÖÖÜ-

ÑñâÜë½óëÜçíÖÖÜÇÜ ïÜïöÜ　Öó　. 

 

On the basis of recurrent decision finite difference form of terms balance of power expenses and 

the terms of static and dynamic balance, examined within the framework of the selected elementary 

volumes, got by breaking up of area of plastic forming on its length, with the use of more correct forms 

of analytical definition of terms of external contact friction and condition of plasticity, the numeral 

mathematical models of local and integral adjectives of the deflected mode of metal at the hot rolling in re-

lation to thin strips and bars got development in the finishing working train skelp and wide-strip rolling mill. 

 

Keywords: wide-strip rolling mill, thin bar, hot rolling, cold rolling, mathematical model, local and 

integral adjectives of the deflected mode. 
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ぢÜç▲üñÖóñ öëñßÜçíÖóú ¡ Üßéñ½í½ ó ïöñäñÖó ÑÜïöÜçñëÖÜïöó ëñ£Ü¿áöíöÜç 

½íöñ½íöóôñï¡ÜÇÜ ½ÜÑñ¿óëÜçíÖó　 ëí£¿óôÖ▲ê öñêÖÜ¿ÜÇóôñï¡óê ïêñ½ äëÜ¡íöÖÜ-

ÇÜ äëÜó£çÜÑïöçí Ññ¿íñö ÖñÜßêÜÑó½▲½ ÜöÜôÖñÖóñ ¡Ü¿óôñïöçñÖÖ▲ê ÜîñÖÜ¡, 

í öí¡¢ñ óïäÜ¿á£ÜçíÖóñ ÑÜïöíöÜôÖÜ ïöëÜÇóê íÖí¿óöóôñï¡óê ÜäóïíÖóú ÇëíÖóô-

Ö▲ê Üï¿Üçóú ÜôíÇí ÑñâÜë½íîóó, ç ¡íôñïöçñ ¡ÜöÜë▲ê ï¿ñÑÜñö ëíïï½íöëóçíöá 

½ñêíÖóôñï¡óñ ïçÜúïöçí äëÜ¡íö▲çíñ½▲ê ½ñöí¿¿Üç, Üï¿Üçó　 çÖñüÖñÇÜ öëñÖó　 

Öí ¡ÜÖöí¡öÖ▲ê äÜçñëêÖÜïö　ê ëíßÜôóê çí¿¡Üç ó ÇñÜ½ñöëóôñï¡óñ äíëí½ñöë▲ 

£ÜÖ▲ ÜäëÜÇÜä¿íïöóôñï¡ÜÇÜ âÜë½Üó£½ñÖñÖó　. ぢëó½ñÖóöñ¿áÖÜ ¡ äëÜîñïïí½ 

äëÜ¡íö¡ó ÜöÖÜïóöñ¿áÖÜ öÜÖ¡óê äÜ¿Üï ç ÖíïöÜ　àññ çëñ½　 ÑÜïöíöÜôÖÜ üóëÜ¡Üñ  

ëíïäëÜïöëíÖñÖóñ äÜ¿Üôó¿ó ÜïÖÜçíÖÖ▲ñ Öí ¡ÜÖñôÖÜ-ëí£ÖÜïöÖ▲ê äÜÑêÜÑíê 

ôóï¿ñÖÖ▲ñ ½íöñ½íöóôñï¡óñ ½ÜÑñ¿ó, äëñÑïöíç¿ñÖÖ▲ñ ç ëíßÜöíê [1–3] ó ë　Ññ 

ÑëÜÇóê. 

で îñ¿á0 ëíïüóëñÖó　 Üßéñ½Üç ó äÜç▲üñÖó　 ïöñäñÖó ÑÜïöÜçñëÖÜïöó äëñ-
ÑÜïöíç¿　ñ½Üú óÖâÜë½íîóó ëí£ëíßÜöíÖí ½íöñ½íöóôñï¡í　 ½ÜÑñ¿á Öíäë　¢ñÖÖÜ-

ÑñâÜë½óëÜçíÖÖÜÇÜ ïÜïöÜ　Öó　 ½ñöí¿¿í äëó ÇÜë　ôñú äëÜ¡íö¡ñ ÜöÖÜïóöñ¿áÖÜ 

öÜÖ¡óê äÜ¿Üï. ぞñäÜïëñÑïöçñÖÖÜ ½íöñ½íöóôñï¡Üñ ½ÜÑñ¿óëÜçíÖóñ £í¡¿0ôí¿Üïá 

ç ëí£ßóñÖóó ÜôíÇí ÑñâÜë½íîóó Öí ¡ÜÖñôÖÜñ n-ñ ½ÖÜ¢ñïöçÜ i-ê ~¿ñ½ñÖöíëÖ▲ê 

Üßéñ½Üç ó ç äÜï¿ñÑÜ0àñ½ ëñ¡ÜëëñÖöÖÜ½ ëñüñÖóó ¡ÜÖñôÖÜ-ëí£ÖÜïöÖÜú âÜë-

½▲ ßí¿íÖïí ~ÖñëÇñöóôñï¡óê £íöëíö, ëíïï½íöëóçíñ½ÜÇÜ ç ëí½¡íê ¡í¢ÑÜÇÜ ó£ 
Öóê. ぞí ëóï. 1 äëñÑïöíç¿ñÖí ëíïôñöÖí　 ïêñ½í óÖöñÇëí¿áÖÜÇÜ ÜôíÇí ÑñâÜë½í-
îóó. げÜÖí ä¿íïöóôñï¡ÜÇÜ âÜë½Üó£½ñÖñÖó　 ½ñöí¿¿í äëÜö　¢ñÖÖÜïöá0 Lä¿ ß▲¿í 

ëí£ßóöí Öí £ÜÖÜ ÜöïöíçíÖó　 äëÜö　¢ñÖÖÜïöá0 LÜö ó £ÜÖÜ Üäñëñ¢ñÖó　 äëÜö　-

¢ñÖÖÜïöá0 LÜä. ゑ ïÜïöíç óÖöñÇëí¿áÖÜÇÜ ÜôíÇí ÑñâÜë½íîóó çêÜÑó¿í ó £ÜÖí Üä-

ëÜÇÜÇÜ çÜïïöíÖÜç¿ñÖó　 äëÜ¡íö▲çíñ½Üú äÜ¿Üï▲ äëÜö　¢ñÖÖÜïöá0 LÜä. 

ぢÜ íÖí¿ÜÇóó ï ½ñöÜÑó¡Üú ëíßÜö▲ [3] ÜïÜàñïöç¿　¿Üïá ëí£ßóñÖóñ ïÜ½½íë-

ÖÜÇÜ ÜÇ¿í ¡ÜÖöí¡öí 0 ,Σϕ  ÜäëñÑñ¿　ñ½ÜÇÜ ¡í¡ ïÜ½½í ÜÇ¿Üç ¡ÜÖöí¡öí ï £ÜÖÜú 

ä¿íïöóôñï¡ÜÇÜ âÜë½Üó£½ñÖñÖó　 01ϕ  ó £ÜÖÜú ÜäëÜÇÜÇÜ çÜïïöíÖÜç¿ñÖó　, £íçñ-
ÑÜ½Ü äëñç▲üí0àóê ëñí¿áÖ▲ñ £ÖíôñÖó　 ÑíÖÖ▲ê ÜÇ¿Üç, ö.ñ. 

 0 01 02 ,Σϕ = ϕ +ϕ  ( )2
01 arcsin 1,5 / 4 / ,R h h Rϕ = ∆ −∆  02 010,3 .ϕ = ϕ   

づí£ßóñÖóñ Öí ¡ÜÖñôÖÜñ n-ñ ½ÖÜ¢ñïöçÜ i-ê ~¿ñ½ñÖöíëÖ▲ê Üßéñ½Üç, ó½ñ0-

àóê ÜÇ¿Üç▲ñ êíëí¡öñëóïöó¡ó Ñ¿　 Öíôí¿áÖÜÇÜ 1iϕ  ó Ñ¿　 ¡ÜÖñôÖ▲ê 2iϕ  ÇëíÖóô-

Ö▲ê ïñôñÖóú ÜïÜàñïöç¿　¿ó äÜ ï¿ñÑÜ0àñú ïêñ½ñ ëñüñÖó　 (ï½. ëóï. 1, ß):  

 0 / ,nΣ∆ϕ = ϕ  1 01 ( 1),i iϕ = ϕ −∆ϕ −  2 1 01 ,i i iϕ = ϕ −∆ϕ = ϕ −∆ϕ   

í ÇñÜ½ñöëóôñï¡óñ ¡ÜÜëÑóÖíö▲, ó½ñ0àóñ ïçÜñ Öíôí¿Ü ç çñëöó¡í¿áÖÜú ä¿Üï¡Ü-

ïöó äíëí¿¿ñ¿áÖÜú Üï　½ ëíßÜôóê çí¿¡Üç ó ïÜÜöçñöïöçÜ0àóñ ÜÇ¿Ü 02 ,ϕ  ÜäëñÑñ-
¿　¿ó äÜ âÜë½Ü¿í½ 
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1 1sin ,i iê R= ϕ  

2 2sin .i iê R= ϕ  

が¿　 äñëçÜú óöñëíîóÜÖÖÜú äëÜîñÑÜë▲ ëíßÜôóñ çí¿¡ó äëóÖó½í¿óïá íßïÜ-

¿0öÖÜ ¢ñïö¡ó½ó, óïêÜÑ　 ó£ ôñÇÜ ÜäëñÑñ¿　¿óïá öñ¡Üàóñ £ÖíôñÖó　 ½ñ¢çí¿¡Ü-

çÜÇÜ £í£Üëí Ñ¿　 Öíôí¿áÖÜÇÜ hxi1 ó ¡ÜÖñôÖÜÇÜ hxi2 ÇëíÖóôÖ▲ê ïñôñÖóú ¡í¢ÑÜÇÜ 

ÜöÑñ¿áÖÜÇÜ ç▲Ññ¿ñÖÖÜÇÜ i-ÇÜ ~¿ñ½ñÖöíëÖÜÇÜ Üßéñ½í: 

( )1 1 12 1 cos ,xi ih h R= + − ϕ    

( )2 1 22 1 cos .xi ih h R= + − ϕ  

 
í 

 
                     ß                                         ç                                    Ç 
 

づóï. 1. づíïôñöÖí　 ïêñ½í óÖöñÇëí¿áÖÜÇÜ ÜôíÇí ÑñâÜë½íîóó äëó½ñÖóöñ¿áÖÜ ¡ ôóï¿ñÖ-

ÖÜ½Ü ¡ÜÖñôÖÜ-ëí£ÖÜïöÖÜ½Ü ½íöñ½íöóôñï¡Ü½Ü ½ÜÑñ¿óëÜçíÖó0 Öíäë　¢ñÖÖÜ-ÑñâÜë-

½óëÜçíÖÖÜÇÜ ïÜïöÜ　Öó　 ½ñöí¿¿í äëó ÇÜë　ôñú äëÜ¡íö¡ñ ÜöÖÜïóöñ¿áÖÜ öÜÖ¡óê äÜ¿Üï 

(í), í öí¡¢ñ ëíïôñöÖ▲ñ ïêñ½▲ ~¿ñ½ñÖöíëÖ▲ê Üßéñ½Üç, ç▲Ññ¿ñÖÖ▲ê ç £ÜÖñ ÜäëÜÇÜÇÜ çÜï-
ïöíÖÜç¿ñÖó　  (ß),  ç  £ÜÖñ  Üäñëñ¢ñÖó　 (ç)  ó  ç  £ÜÖñ ÜöïöíçíÖó　 (Ç)  ÜôíÇí  ÑñâÜë½íîóó 
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ゑ ëí½¡íê äëÜçñÑñÖÖÜÇÜ ôóï¿ñÖÖÜÇÜ ½íöñ½íöóôñï¡ÜÇÜ ½ÜÑñ¿óëÜçíÖó　 

ß▲¿ó äëóÖ　ö▲ ï¿ñÑÜ0àóñ ÑÜäÜàñÖó　: 

– ä¿íïöóôñï¡í　 ÑñâÜë½íîó　 äëÜ¡íö▲çíñ½Üú äÜ¿Üï▲ 　ç¿　ñöï　 ä¿Üï¡Üú  

ó ÜïöíÖÜçóçüñúï　 çÜ çëñ½ñÖó;  

– ¡óÖñ½íöó¡í ä¿íïöóôñï¡ÜÇÜ öñôñÖó　 ½ñöí¿¿í ç ÜôíÇñ ÑñâÜë½íîóó äÜÑ-

ôóÖ　ñöï　 ÇóäÜöñ£ñ ä¿Üï¡óê ïñôñÖóú [4], í çïñ ÇëíÖóôÖ▲ñ ïñôñÖó　 ÜôíÇí Ññ-
âÜë½íîóó 　ç¿　0öï　 çñëöó¡í¿áÖ▲½ó; 

– ÖÜë½í¿áÖ▲ñ Üïñç▲ñ Öíäë　¢ñÖó　 xσ  ó äÜ¡í£íöñ¿ó ÜÑçÜñÖÖÜÇÜ ïÜäëÜ-

öóç¿ñÖó　 ïÑçóÇÜ äëÜ¡íö▲çíñ½ÜÇÜ ½ñöí¿¿í 2 xiK  ó£½ñÖ　0öï　 öÜ¿á¡Ü äÜ Ñ¿óÖñ 

ÜôíÇí ÑñâÜë½íîóó; 

– ó£½ñÖñÖóñ öñ¡Üàóê £ÖíôñÖóú öÜ¿àóÖ 1 2...xi xi xih h h= , ÖÜë½í¿áÖ▲ê ¡ÜÖ-

öí¡öÖ▲ê 1 2...xi xi xip p p=  ó ¡íïíöñ¿áÖ▲ê ¡ÜÖöí¡öÖ▲ê Öíäë　¢ñÖóú 1 2...xi xi xiτ = τ τ  

äÜ Ñ¿óÖñ ¡í¢ÑÜÇÜ ÜöÑñ¿áÖÜÇÜ ç▲Ññ¿ñÖÖÜÇÜ i-ÇÜ ~¿ñ½ñÖöíëÖÜÇÜ Üßéñ½í ¿óÖñú-

ÖÜ; 

– íÖí¿óöóôñï¡Üñ ÜäóïíÖóñ ¡íïíöñ¿áÖ▲ê ¡ÜÖöí¡öÖ▲ê Öíäë　¢ñÖóú äÜÑôó-

Ö　0öï　 £í¡ÜÖÜ öëñÖó　 ずñçíÖÜçí ó とÜ¿½ÜÇÜëÜçí [5], ç ïÜÜöçñöïöçóó ï ôñ½ ññ 
ôóï¿ñÖÖí　 óÖöñëäëñöíîó　 ó½ññö çóÑ: 

 ( )( )1 1 1 ( 1)1 ( 1)12 1 exp 1,25 / ,êi êi xi ê i ê iK p − −τ = µ − − σ   

 ( )( )2 2 2 1 12 1 exp 1,25 / ,êi êi xi êi siK pτ = µ − − σ  (1) 

ÇÑñ 1 22 , 2êi êiK K  – ÜÑçÜñÖÖ▲ñ £ÖíôñÖó　 ïÜäëÜöóç¿ñÖó　 ïÑçóÇÜ äëÜ¡íö▲çíñ½ÜÇÜ 

½ñöí¿¿í ç Öíôí¿áÖÜ½ ó ¡ÜÖñôÖÜ½ ÇëíÖóôÖ▲ê ïñôñÖó　ê ç▲Ññ¿ñÖÖÜÇÜ  

i-ÇÜ ~¿ñ½ñÖöíëÖÜÇÜ Üßéñ½í [5]; 1(2)êiV  – ï¡ÜëÜïöó äñëñ½ñàñÖó　 äëÜ¡íö▲çíñ½Ü-

ÇÜ ½ñöí¿¿í ç Öíôí¿áÖÜ½ ó ¡ÜÖñôÖÜ½ ÇëíÖóôÖ▲ê ïñôñÖó　ê ç▲Ññ¿ñÖÖÜÇÜ i-ÇÜ 

~¿ñ½ñÖöíëÖÜÇÜ Üßéñ½í [6], 1(2) 1 1 1(2)/êi xiV V h h= ; 1êip , 1siσ  – ÖÜë½í¿áÖ▲ñ ¡ÜÖ-

öí¡öÖ▲ñ Öíäë　¢ñÖó　 ó Öíäë　¢ñÖó　 öñ¡Üôñïöó äëÜ¡íö▲çíñ½ÜÇÜ ½ñöí¿¿í Ñ¿　 

Öíôí¿áÖÜÇÜ ÇëíÖóôÖÜÇÜ ïñôñÖó　 i-ÇÜ ~¿ñ½ñÖöíëÖÜÇÜ Üßéñ½í; 2xiµ  – öñ¡Üàññ äÜ 

Ñ¿óÖñ ÜôíÇí ÑñâÜë½íîóó £ÖíôñÖóñ ¡Ü~ââóîóñÖöí ä¿íïöóôñï¡ÜÇÜ öëñÖó　, Üä-

ëñÑñ¿　ñ½Üñ ç £íçóïó½Üïöó Üö ÇñÜ½ñöëóôñï¡Üú ¡ÜÜëÑóÖíö▲ êi2 ÑóââñëñÖîóëÜ-

çíÖÖÜ Ñ¿　 £ÜÖ▲ ÜöïöíçíÖó　 ó £ÜÖ▲ Üäñëñ¢ñÖó　. 

ぢëóÖó½í　 £í ÜïÖÜçÜ äÜ¿ÖÜ0 âÜë½Ü £íäóïó Üï¿Üçó　 ä¿íïöóôÖÜïöó [4] äëó 

ä¿Üï¡Üú ÑñâÜë½íîóó ó Üôóö▲çí　 íÖí¿óöóôñï¡Üñ ÜäóïíÖóñ çñ¿óôóÖ▲ ¡íïí-
öñ¿áÖ▲ê ¡ÜÖöí¡öÖ▲ê Öíäë　¢ñÖóú 2xiτ  (1) äÜ ÜöÖÜüñÖó0 ¡ ÖÜë½í¿áÖ▲½ Üïñ-
ç▲½ Öíäë　¢ñÖó　½ 2 ,xiσ  ½Ü¢ÖÜ äÜ¿Üôóöá 

( ){ }2
2

2 2 2 2 2 1 14 2 1 exp 1,25 /xi xi xi xi xi xi sxip K K p σ = − − µ − − σ =   
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 ( ){ }2

2 2 2 1 1 2 2 22 1 1 exp 1,444 / 2 2 ,xi xi xi xi xi xi xi xip K p K p K aµ = − − µ − − = −    

ÇÑñ ( ){ }2

2 2 1 11 1 exp 1,444 / 2xi xi xi xia p Kµ  = − µ − −   – çïäÜ½ÜÇíöñ¿áÖí　 äñëñ-

½ñÖÖí　, óïäÜ¿á£Üñ½í　 Ñ¿　 ÜäëÜàñÖó　 Ñí¿áÖñúüñú âÜë½▲ £íäóïó. 

ぢëóÖ　ç  £í  ÜïÖÜçÜ  ÜëíçÖñÖóñ  ßí¿íÖïí  ~ÖñëÇñöóôñï¡óê  £íöëíö  [3], äÜ-

¿Üôó½ 

 1 2
1 1 1 ç 2 2 2

2cos

xi xi
xi xi xi i xi xi xi

xi

h V xV h V
τ + τσ + ∆ = σ +

α
  

 1 2
1 ç 2 ç

1

2 cos cos cos

xi xi i
xi xi

xi xi xi

V V x
V V

     ∆+ τ − + τ − +    α α α     
 (2) 

 ( ) 1 1 2
1 2 2 2 ½ 2

2

1
2 2 ln ,

2 2

xi xi xi
xi xi xi xi i xi xi

xi

h h h
K K K h V x a V

h
Λ

  ++ + +ρ ∆ 
 

  

ÇÑñ äÜ¿Ü¢óöñ¿áÖ▲ñ £ÖíôñÖó　 ÖÜë½í¿áÖ▲ê Üïñç▲ê Öíäë　¢ñÖóú 1xiσ  ó 2xiσ  ïÜ-

ÜöçñöïöçÜ0ö Öíäë　¢ñÖó　½ ï¢íöó　; ix∆  – üíÇ ëí£ßóñÖó　 ÜôíÇí ÑñâÜë½íîóó, 

1 2i i ix x x∆ = − ; çV  – Ü¡ëÜ¢Öí　 ï¡ÜëÜïöá çëíàñÖó　 ëíßÜôóê çí¿¡Üç; xiα  – öñ¡Ü-

àññ £ÖíôñÖóñ ÜÇ¿í ¡ÜÖöí¡öí Öí ëíßÜôñ½ çí¿¡ñ, çñ¿óôóÖí ¡ÜöÜëÜÇÜ çñïá½í Öñ-
£Öíôóöñ¿áÖí, cos 1,0;xiα ≈  とΛ  – ¡Ü~ââóîóñÖö Öñ½ÜÖÜöÜÖÖÜïöó ä¿íïöóôñï¡Üú 

ÑñâÜë½íîóó; ½ ,ρ  xia  – ä¿ÜöÖÜïöá ½ñöí¿¿í äëÜ¡íö▲çíñ½Üú äÜ¿Üï▲ ó çñ¿óôóÖí 
ñÇÜ Üï¡ÜëñÖó　, ó½ñ0àñÇÜ ½ñïöÜ ç ëí½¡íê ç▲Ññ¿ñÖÖÜÇÜ i-ÇÜ ~¿ñ½ñÖöíëÖÜÇÜ 

Üßéñ½í [3]. 

ぞí ÜïÖÜçñ £íçóïó½Üïöó (2) äÜï¿ñ ïÜÜöçñöïöçÜ0àóê ½íöñ½íöóôñï¡óê äëñ-
Üßëí£ÜçíÖóú äÜ ÜöÖÜüñÖó0 ¡ óï¡Ü½Üú çñ¿óôóÖñ ÖÜë½í¿áÖ▲ê ¡ÜÖöí¡öÖ▲ê Öí-
äë　¢ñÖóú 2xip  ç Ü¡ÜÖôíöñ¿áÖÜ½ çóÑñ äÜ¿Üôó½ 

{ ( )2 1 2 2 1 1 2 22 0,5 / /xi xi xi xi xi xi xi xi ip K a h h xµ= σ + + τ + τ ∆ −  

 ( ) ( )1 2 1 20,5 2 2 ln /xi xi xi xiK K K h hΛ− + −  (3) 

 ( ) ( ) }2 2 2 2
½ 1 2 1 1 2 1 20,25 1/ 1/ /xi xi xi xi xih h V h h h h− ρ + − .  

で¿ñÑÜñö Ü¡í£íöá, ôöÜ ëñüñÖóñ, íÖí¿ÜÇóôÖÜñ (3), ½Ü¢ñö ß▲öá äÜ¿ÜôñÖÜ 

Öñ öÜ¿á¡Ü óïêÜÑ　 ó£ Üï¿Üçó　 ßí¿íÖïí ~ÖñëÇñöóôñï¡óê £íöëíö, ÖÜ ó óïêÜÑ　 ó£ 
Üï¿Üçó　 ïöíöó¡Ü-ÑóÖí½óôñï¡ÜÇÜ ëíçÖÜçñïó　 çïñê ïó¿, ÑñúïöçÜ0àóê ç ëí½¡íê 

ç▲Ññ¿ñÖÖÜÇÜ i-ÇÜ ~¿ñ½ñÖöíëÖÜÇÜ Üßéñ½í (ï½. ëóï. 1, ç, Ç) [4]. どëíÖïâÜë½óëÜ-

çíÖÖí　 íÖí¿óöóôñï¡í　 âÜë½í £íäóïó ÑíÖÖÜÇÜ Üï¿Üçó　 äÜ ÜöÖÜüñÖó0 ¡ óï¡Ü-

½Üú çñ¿óôóÖñ ÖÜë½í¿áÖ▲ê ¡ÜÖöí¡öÖ▲ê Öíäë　¢ñÖóú 2xip  ó½ññö çóÑ 
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( ) ( ){2 1 1 2 2 2 1 2 1 1 22 2xi xi xi xi xi xi xi xi i xi xi xip h K a h x p h hµ = σ + + τ + τ ∆ + − −   

 ( ) ( ) ( )} ( )2 2
½ 1 2 2 1 1 2/ 2 / .xi xi i xi xi i xi xih h x V V x h h− ρ + ∆ − ∆ +   

ぢÜï¿ñÑÜ0àóú ëíïôñö Öíäë　¢ñÖÖÜÇÜ ïÜïöÜ　Öó　 ½ñöí¿¿í ç £ÜÖñ ÜäëÜÇÜÇÜ 

çÜïïöíÖÜç¿ñÖó　 äëÜ¡íö▲çíñ½Üú äÜ¿Üï▲ ÜïÜàñïöç¿　¿ó Öí ÜïÖÜçñ ôóï¿ñÖÖÜÇÜ 

ëñ¡ÜëëñÖöÖÜÇÜ ëñüñÖó　 ¡ÜÖñôÖÜ-ëí£ÖÜïöÖÜú âÜë½▲ Üï¿Üçó　 ïöíöóôñï¡ÜÇÜ 

ëíçÖÜçñïó　 ç▲Ññ¿ñÖÖÜÇÜ i-ÇÜ ~¿ñ½ñÖöíëÖÜÇÜ Üßéñ½í (ï½. ëóï. 1, ß): 

 ( )( ) ( )2 2 1 1 1 2 2 1 1 20,5 0,xi xi xi xi xi xi xi xi xi xi ih h ë ë h h êσ −σ − + − − τ + τ ∆ =  (4) 

ÇÑñ çñ¿óôóÖí ÖÜë½í¿áÖ▲ê ¡ÜÖöí¡öÖ▲ê Öíäë　¢ñÖóú Ñ¿　 ¡ÜÖñôÖÜÇÜ ÇëíÖóôÖÜÇÜ 

ïñôñÖó　 

 ( ) ( )2
2 2 1 ä 1 ä/ 1xi xi xië h h ぎ h = − −ω  ,  

ÇÑñ ωä, ぎä – ¡Ü~ââóîóñÖö ぢÜíïïÜÖí ó ½ÜÑÜ¿á ÜäëÜÇÜïöó äëÜ¡íö▲çí½Üú äÜ-

¿Üï▲. 

づñüóç ÜëíçÖñÖóñ (4) ÜöÖÜïóöñ¿áÖÜ ÖÜë½í¿áÖ▲ê Üïñç▲ê Öíäë　¢ñÖóú 

2 ,xiσ  äÜ¿Üôó½ ÜïÖÜçÖÜñ ÜëíçÖñÖóñ ëñ¡ÜëëñÖöÖÜú ïêñ½▲ ëñüñÖó　 Öíäë　¢ñÖ-

ÖÜÇÜ ïÜïöÜ　Öó　 ½ñöí¿¿í ç £ÜÖñ ÜäëÜÇÜÇÜ çÜïïöíÖÜç¿ñÖó　 äëÜ¡íö▲çíñ½Üú äÜ-

¿Üï▲: 

 ( )( ) ( ){ }2 1 1 1 2 2 1 1 2 20,5 / .xi xi xi xi xi xi xi xi xi i xih ë ë h h ê hσ = σ + + − + τ + τ ∆   

ぢÜ ½ñëñ ÜäëñÑñ¿ñÖó　 ëñí¿áÖÜÇÜ £ÖíôñÖó　 äëÜö　¢ñÖÖÜïöó £ÜÖ▲ Üäñëñ¢ñ-
Öó　 LÜä (ï½. ëóï. 1, í) ó ïÜÜöçñöïöçÜ0àóê ñú £ÖíôñÖóú çïñê ¿Ü¡í¿áÖ▲ê êíëí¡-

öñëóïöó¡ Öíäë　¢ñÖÖÜÇÜ ïÜïöÜ　Öó　 ½ñöí¿¿í äëÜó£çÜÑó¿ó ÜëÇíÖó£íîó0 ñàñ 

ÜÑÖÜú óöñëíîóÜÖÖÜú äëÜîñÑÜë▲, Üßñïäñôóçí0àñú Üôñö ÜäëÜÇÜÇÜ ïä¿0àóçí-
Öó　 ëíßÜôóê çí¿¡Üç. で ~öÜú îñ¿á0 Öí ÜïÖÜçñ ôóï¿ñÖÖÜú óÖöñëäëñöíîóó ½ñöÜ-

Ñó¡ó ご.é. ぷöíñë½íÖí [3] äëÜó£çÜÑó¿ó ëíïôñö ÜäëÜÇóê ëíÑóí¿áÖ▲ê äñëñ½ñ-
àñÖóú Üßëí£Ü0àóê äÜçñëêÖÜïöñú ëíßÜôóê çí¿¡Üç Ñ¿　 Öíôí¿áÖÜÇÜ 1xiW  ó ¡Ü-

ÖñôÖÜÇÜ 2xiW  ÇëíÖóôÖ▲ê ïñôñÖóú ¡í¢ÑÜÇÜ ÜöÑñ¿áÖÜÇÜ i-ÇÜ ~¿ñ½ñÖöíëÖÜÇÜ 

Üßéñ½í: 

( ) ( )
2
ç1 2

1 1 c

ç 1

2 1
1 1 cos

2

n

xi xi
xi i i

i

p pR
W

E =

 −ω+  = − + ϕ −ϕ × π
∑  

 
( )( ) ( )1 c ç ç

1 c 1

1 1 2
ln tg sin

2 2

i i

i i w xiK p
ϕ −ϕ +ω − ω × + ϕ −ϕ ∆ϕ+
 

; (5) 
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( ) ( )
2
ç1 2

2 2 c

ç 1

2 1
1 1 cos

2

n

xi xi
xi i i

i

p pR
W

E =

 −ω+  = − + ϕ −ϕ × π
∑  

 
( )( ) ( )2 c ç ç

2 c 2

1 1 2
ln tg sin

2 2

i i

i i w xiK p
ϕ −ϕ +ω − ω × + ϕ −ϕ ∆ϕ+
 

, (6) 

ÇÑñ ciϕ  – ÜïëñÑÖñÖÖÜñ £ÖíôñÖóñ ÜÇ¿í ¡ÜÖöí¡öí Ñ¿　 ÑíÖÖÜÇÜ i-ÇÜ ~¿ñ½ñÖöíëÖÜÇÜ 

Üßéñ½í, äÜ ÜöÖÜüñÖó0 ¡ ¡ÜöÜëÜ½Ü ÜïÜàñïöç¿　ñöï　 ôóï¿ñÖÖÜñ óÖöñÇëóëÜçí-

Öóñ, ( )c 1 2 / 2;i i iϕ = ϕ +ϕ  ωç, ぎç – ¡Ü~ââóîóñÖö ぢÜíïïÜÖí ó ½ÜÑÜ¿á ÜäëÜÇÜïöó 

½íöñëóí¿í ëíßÜôóê çí¿¡Üç; wK  – ¡Ü~ââóîóñÖö äëÜäÜëîóÜÖí¿áÖÜïöó, 　ç¿　0-

àóúï　 ÜäëÜÇÜú êíëí¡öñëóïöó¡Üú ¡ÜÖöí¡öÖ▲ê äÜçñëêÖÜïöñú ëíßÜôóê çí¿¡Üç 

[3]. 

ばôóö▲çí　 ÜäëÜÇóñ äñëñ½ñàñÖó　 Üßëí£Ü0àóê äÜçñëêÖÜïöñú ëíßÜôóê 

çí¿¡Üç, ¡Ü¿óôñïöçñÖÖ▲ñ ÜîñÖ¡ó 1,xiW  2xiW  ¡ÜöÜë▲ê äÜ¿ÜôñÖ▲ Öí ÜïÖÜçñ âÜë-

½Ü¿ (5) ó (6), äëóÖó½í　 çÜ çÖó½íÖóñ ÜôñçóÑÖ▲ñ ÇñÜ½ñöëóôñï¡óñ ïÜÜöÖÜüñÖó　 

óÖöñÇëí¿áÖÜÇÜ ÜôíÇí ÑñâÜë½íîóó (ï½. ëóï. 1), ÜïÜàñïöç¿　¿ó äñëñëíïôñö öñ-
¡Üàóê £ÖíôñÖóú öÜ¿àóÖ äëÜ¡íö▲çíñ½▲ê äÜ¿Üï 1xih  ó 2:xih  

 ( )1 1 1 1 1 22 cosxi xi ih h R R W O O= + − − ϕ −δ , (7) 

 ( )2 1 2 2 1 22 cosxi xi ih h R R W O O= + − − ϕ −δ , (8) 

ÇÑñ 1 2O Oδ  – ççÜÑó½í　 äÜäëíç¡í äñëçÜÖíôí¿áÖÜú çñ¿óôóÖ▲ ½ñ¢îñÖöëÜçÜÇÜ 

ëíïïöÜ　Öó　 1 2O O , ÜäëñÑñ¿　ñ½í　 óïêÜÑ　 ó£ Üï¿Üçó　 min 1.xh h=  

ぢÜ ½ñëñ ÜäëñÑñ¿ñÖó　 ÖÜç▲ê £ÖíôñÖóú 1,xih  2xih  äÜ âÜë½Ü¿í½ (7) ó (8) 

äëÜó£çÜÑó¿ó ëíïôñö ¿Ü¡í¿áÖ▲ê êíëí¡öñëóïöó¡ Öíäë　¢ñÖÖÜÇÜ ïÜïöÜ　Öó　 ½ñ-
öí¿¿í äëó ÑíÖÖ▲ê öñ¡Üàóê £ÖíôñÖó　ê öÜ¿àóÖ.  

づíïï½íöëóçíñ½í　 ½íöñ½íöóôñï¡í　 ½ÜÑñ¿á ç¡¿0ôí¿í ç ïñß　 óöñëíîóÜÖÖ▲ú 

ëíïôñö ïó¿▲, ½Ü½ñÖöÜç ó ½ÜàÖÜïöó äëÜ¡íö¡ó. ぢÜ½ó½Ü ~öÜÇÜ, ß▲¿ äëÜçñÑñÖ 

ëíïôñö çñ¿óôóÖ▲ Üäñëñ¢ñÖó　, öñ¡Üàóê ó ëñ£Ü¿áöóëÜ0àóê £ÖíôñÖóú ïöñäñÖó 

óïäÜ¿á£ÜçíÖó　 £íäíïí ä¿íïöóôÖÜïöó, äÜ¡í£íöñ¿　 Öíäë　¢ñÖÖÜÇÜ ïÜïöÜ　Öó　 ½ñ-
öí¿¿í, í öí¡¢ñ çñ¿óôóÖ▲ Öíäë　¢ñÖóú äñëñÑÖñÇÜ Öíö　¢ñÖó　 äëÜ¡íö▲çíñ½Üú 

äÜ¿Üï▲ ó ÑëÜÇóê äíëí½ñöëÜç. 

ゑ ¡íôñïöçñ äëó½ñëÜç ëñ£Ü¿áöíöÜç ôóï¿ñÖÖÜú ëñí¿ó£íîóó äÜ¿ÜôñÖÖÜú ½í-
öñ½íöóôñï¡Üú ½ÜÑñ¿ó Öí ëóï. 2 äëñÑïöíç¿ñÖ▲ ëíïôñöÖ▲ñ ëíïäëñÑñ¿ñÖó　 ¿Ü-

¡í¿áÖ▲ê ó óÖöñÇëí¿áÖ▲ê êíëí¡öñëóïöó¡ Öíäë　¢ñÖÖÜÇÜ ïÜïöÜ　Öó　 ½ñöí¿¿í 
ç £íçóïó½Üïöó Üö ¡ÜÖñôÖÜú öÜ¿àóÖ▲ h1 ó öñ½äñëíöÜë▲ äëÜ¡íö▲çíñ½Üú äÜ¿Ü-

ï▲ t. 
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í 

 

 
ß 

 

 

 

づóï. 2. づíïôñöÖ▲ñ ëíïäëñÑñ¿ñÖó　 ¿Ü¡í¿áÖ▲ê (í – 0 900 で)t = °  ó óÖöñÇëí¿áÖ▲ê (ß)  

êíëí¡öñëóïöó¡ Öíäë　¢ñÖÖÜÇÜ ïÜïöÜ　Öó　 ½ñöí¿¿í äëó ÇÜë　ôñú äëÜ¡íö¡ñ ÜöÖÜïóöñ¿áÖÜ 

öÜÖ¡óê  äÜ¿Üï  ç  £íçóïó½Üïöó  Üö  ¡ÜÖñôÖÜú  öÜ¿àóÖ▲ 1h  ó öñ½äñëíöÜë▲ 0t  (ïöí¿á 45, 

0 2,0 ½½,h =   350 ½½,R =   0,35,µ =   1 10 ½/c).V =   づ/ゑ, ぜ/ゑ – äëóçñÑñÖÖ▲ñ ¡ ñÑóÖóîñ 

üóëóÖ▲ äëÜ¡íöí ïó¿í ó ½Ü½ñÖö äëÜ¡íö¡ó 
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どí¡ó½ Üßëí£Ü½, ëíïäëñÑñ¿ñÖóñ óÖöñÇëí¿áÖ▲ê ó ¿Ü¡í¿áÖ▲ê êíëí¡öñëó-

ïöó¡ Öíäë　¢ñÖÖÜÇÜ ïÜïöÜ　Öó　 ÖÜïóö ÑÜçÜ¿áÖÜ ï¿Ü¢Ö▲ú êíëí¡öñë, ôöÜ äÜÑ-

öçñë¢Ñíñö îñ¿ñïÜÜßëí£ÖÜïöá óïäÜ¿á£ÜçíÖó　 ôóï¿ñÖÖÜÇÜ äÜÑêÜÑí. 
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